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Ejercicios resueltos teoria de colas multiples servidores

Problemas Teoria de Colas Problemas Teoria de Colas Teoria de Colas-problemas Resueltos-09082015(3) Problemas Teoria de Colas[1] Problemas de Colas Resueltos Con POM 3 Problemas Resueltos Teoria de Grafos Problemas de Colas Resueltos Con POM 3 Guia Problemas Teoria de Colas 02 2011 Teoria de Colas -Ejercicio simbologia teoria de
colas TEORIA-DE-COLAS-FOTOCOPIADORA.docx Semaforos-teoria de Colas Loading PreviewSorry, preview is currently unavailable. You can download the paper by clicking the button above. TEORIA DE COLAS Elementos bésicos de los sistemas de colas. Patrones de servicio y llegadas. Analisis de sistemas de colas simples. Procesos de llegada
poissonianos. Procesos de nacimiento y muerte. Formulacién del problema. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 2 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 5 PROCESO BASICO DE COLAS Cola (Zona de espera): En todo sistema los flujos de entrada y salida no estan

sincronizados. La cola es una acumulacién de clientes (personas, productos, objetos) que estdn a la espera de ser servidos. Una cola puede evitarse: (a) Tasa media de llegadas Capacidad de servicio< (b) Cuando se tiene un control sobre la dispersion de los tiempos de llegadas y la de los tiempos de servicio.

Béasicamente la mayoria de los modelos de colas consiste: Los clientes que requieren un servicio se generan en el tiempo en una fuente de llegada, después entran al sistema y se unen a una cola. En determinado momento se selecciona a un cliente de la cola para proporcionarle

el servicio mediante alguna regla conocida como disciplina de la cola. Se lleva a cabo el servicio que el cliente requiere mediante un mecanismo de servicio, y después el cliente sale del sistema de colas. * En el sistema se puede actuar en las siguientes caracteristicas: (a) Ley que rige las llegadas. (b) Disciplina de la cola.

(c) Ley que determina el servicio (eleccidn entre tipo y nimero de canales). Consideracions sobre los sistemas: (a) Cuando hay varios canales en paralelo es conveniente mantener una cola Unica. (b) Cuando hay tiempos de servicios muy dispares para los diferentes clientes que forman la cola conviene establecer canales separados.

(c) Sila cola aumenta hasta cierto limite conviene aumentar la capacidad de los canales. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 6 « Con relacién a la disciplina de la cola hay que considerar: (a) Llegadas individuales o en grupos. (b) Dependencia del miimero de clientes que pretenden incorporarse al sistema en

funcioén del nimero de clientes que se encuentran en el mismo. (c) Disuasion de los clientes que pretenden incorporarse al sistema en funcién de la longitud de la cola (con una cierta probabilidad). * En relacién con el servicio hay que considerar: (a) Ley de servicio Uinica a lo largo del tiempo y para todos los clientes.

(b) Ley de servicio variable en funcién del tipo de cliente y longitud de la cola. TIPOS DE SISTEMAS DE COLAS Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 7 CARACTERISTICAS DE LOS SISTEMAS DE COLAS Un sistema de colas se describe adecuadamente con seis caracteristica: * Fuente de llegada de clientes. *

Patrén de servicio de servidores. ¢ Disciplina de cola. * Capacidad del sistema. * Numero de canales de servicio. * Numero de etapas de servicio. Fuente de llegada de clientes: En situaciones de colas habituales, la llegada de clientes es estocastica, esto es, depende de una variable aleatoria, con lo que se

necesita conocer la distribucién probabilistica entre dos llegadas sucesivas de clientes. La fuente de llegada puede variar con el tiempo, cuando se mantiene constante se dice estacionaria, si varia (por ejemplo, con las horas del dia) se llama no-estacionaria. Pueden contemplarse distintas situaciones: Clientes que llegan independiente o
simultdneamente (llegan lotes), en este ultimo caso hay que definir su distribucion probabilistica. Clientes que abandonan la cola por ser demasiado larga o que tras esperar mucho abandonan. El supuesto normal, para un modelo basico de colas, es que la llegada de clientes

hasta un momento especifico sigue una distribucion de Poisson, aunque no sea la tnica distribucién que puede considerarse. Patrén de servicio de servidores: Pueden presentar un tiempo de servicio variable, en cuyo caso hay que asociar una funcion de probabilidad. Pueden atender en lotes o de modo individual.

El tiempo de servicio puede variar con el nimero de clientes en la cola, trabajando mas rdapido o mas lento, en este caso se conoce como patrones de servicio dependientes. El patrén de servicio puede ser no-estacionario variando con el tiempo transcurrido. Disciplina de cola: Es la regla en el orden que se van a seleccionar los clientes que se
encuentran a la espera de ser atendidos en la cola, existen varias reglas, entre las mas comunes se pueden encontrar: # FIFO (first in first out): Se atiende al cliente en el orden que llegan a la cola, el primero en llegar sera el primero en ser atendido. En los modelos basicos de colas

se supone como normal la disciplina de primero en entrar, primero en salir, a menos que se establezca de otra manera. # LIFO (last in first out): Consiste en atender primero al que ha llegado de ultimo, también se le conoce como 'pila’. # RSS (random selection of service): Se selecciona a los clientes de una cola de

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 10 decir, nttn O (t)p (t)ep (t) en! — A — AA= = = ¢ La distribucién exponencial tiene amnesia: La probabilidad de que falten t unidades para que llegue el siguiente cliente es independiente de cuanto tiempo transcurra sin que llegue ningtn cliente: ()rOr1O0PT1TtP(0Ttt)s==<<— ¢
El nimero de llegadas en intervalos de tiempo no superpuestos es estadisticamente independiente. ¢ La probabilidad de que una llegada ocurra en el tiempoty (tt)+ A es to(t)A + A donde tasa dellegadad = y o(t)A verifica que t0o(t)limO0tA - A=A , donde o( t)A se puede tomar como la probabilidad de que llegue més de un cliente. ¢

La distribuciéon del nimero de llegadas en intervalos de tiempo iguales es equivalente n[ts]ln ([ts])p(ts)ets,ts0On! — A —A —— =V > = & Si el proceso de llegada sigue una distribuciéon de Poisson P( )A , los tiempos de llegada son aleatorios con una funcién de probabilidad uniforme sobre el periodo analizado: ()T12kkk!ft,t,..,tk
llegadas en [0,T] T = ¢ A puede variar con el tiempo, con lo que ( )nm(t) n m(t) p (t) e n! —= donde t 0 m(t) (s) ds= Af ¢ Llegadas multiples: En cada evento de llegada aparecen i clientes, siendonii 1= A = A3 OTRAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD TIPO DISCRETO:

BERNOUILI: Si la probabilidad de cada ocurrencia es diferente, la mas sencilla es la distribucién de Bernouilli donde la variable s6lo puede tomar dos valores excluyentes (verdadero, falso) con cierta probabilidad p de que ocurra un suceso (suele denominarse éxito) y una probailidad q 1 p= — de que ocurra el suceso

contrario (fracaso). La media de una distribucién de Bernouilli es p y la varianza pq Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 11 BINOMIAL: La distribucion Binomial, se denota B(n,p) , representa la probabilidad de obtener k éxitos con probabilidad p, a partir de n intentos. En consecuencia, es

la suma de n pruebas de Bernouilli. La media de una distribucién binomial es np y la varianza npq , siendo p ¢ 1+ = GEOMETRICA: La distribucién Geométrica, se denota G(p) , representa la probabilidad de obtener la primera ocurrencia de un suceso en n pruebas o ensayos. La funcién de cuantiaes n 1P(Xn) q p—= = ,la mediaes X 1/pp =

y la varianza 2 2X q /po = siendo p g 1+ = BINOMIAL NEGATIVA: La distribucién Binomial negativa, se denota por BN(n, p) , representa el nimero de pruebas en las que aparece un suceso hasta la n-ésima aparicién del suceso contrario. Es un modelo adecuado para tratar aquellos

procesos en los que se repite un determinado ensayo o prueba independiente, con resultados excluyentes, hasta conseguir un nimero determinado de resultados favorables (por vez primera). La funcién de cuantiaes nknk 1 P(Xk)pgk + —( \ = =| |\ ) La media de una distribucién Binomial negativa es (nq /p) y la varianza 2nq /p

Una distribucion Binomial negativa BN(1, p) es una distribucién geométrica. OTRAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD TIPO CONTINUO: ERLANG: Es una distribuciéon de probabilidad continua de parametros ky A , suma de k variables aleatorias independientes exponenciales de parametro 2 , cuya funciéon de densidad es k 1 x( x)f(x) e (k 1)! —
—AA= A — X, OV A > La distribuciéon de Erlang es el equivalente de la distribucién Gamma con el parametrok 1, 2, ...= y 1 /A =0. Para k 1= es la distribuciéon Exponencial. Para describir el tiempo de espera hasta el suceso nimero k en un proceso de Poisson se toma la distribucién de Erlang con un parametro 16 =A2kkEX) VX)==2A A
WEIBULL: La distribucién de Weibull se utiliza habitualmente para describir el tiempo que transcurre entre dos averias consecutivas de la misma méaquina. El modelo Weibull generaliza al modelo exponencial. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 12 La media de una distribucién de Weibulles 1 E(T)n1( \=T +| |B\ ) ,lavarianza2 2 T
21117 \(Yo=nT+-=T+ || || IBB\)\ )| IL] y lafuncién de fiabilidad es (t/)R(t) e p— n= La funcién de densidad y funcién de distribucién son: 1 (t/) (t/)tf(t) e F(t) 1et0,0y0BBPp——n—nf \B==—- =P >n>| |[nn| ) denotando pardmetro de escalan= y pardmetro de formap = ()p 1x0 Gamma (p)xedx (p) (p1)!1/2 (p) (1 p)
senpo ——nl'=T=-T=al'T—-=afpllplglpqO00@®m(xtBeta (p,x(Ax)dxP, g (q,p) P, Pdt(pg)(1t)—o—-——+TTRB=-P=p=PB=T+ +ffLOG-NORMAL: La distribucién Log-Normal se utiliza para describir el tiempo que se utiliza para la reparacién de maquinas. Una variable X se dice que tiene una distribucién log-
Normal si los logaritmos neperianos de sus valores estan normalmente distribuidos, es decir, si la variable LnXn= es N(, )p o La funcién de densidad es: 22 (Lnx )1 21f(x) ex0x 2 — p — 0= > o 1 La media y varianza son: 222/22222XXeeep+ 01+ 0+ op =0 = — Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 15

Diagrama de tasas del proceso de nacimiento y muerte Ecuaciones del balance o de equilibrio: 01100101 n0:pppp2A=p=A-=p01002211112012nl:ppppPpPPA2A=2A4+u=°A+pu—-=1pn0121133222230123n2:pppppPPAAA=A+p=A+p—-=pppporrecurrencia, 012n1In0Onno0l23n..pppl..w—=2A
AAMA==pppu3nl121000n110n110n0n321n0nin21n211lplplow—-—ww—-——===AAAA=->==AAAAAApppp+ppppppS> Elprocedimiento para resolver estas ecuaciones no es otro que despejar todas las variables en términos de una de ellas, siendo la mas conveniente Op .

Para simplificar la notacién se denota por nC al multiplicadorde Op:n1n210nnnl121C—-—-—-AAAA=ppuppParanO0= se define nC 1= La expresion de la probabilidad de estado establees: nnOxpCp=nn00n0n0nnO0xlplcplpcooww===(\=o===|| |[|)3S>3

Estos resultados son de estado estable pues al aplicar el limite cuando t tiende a Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 16 infinito hay el mayor alejamiento del momento inicial y se desarrollan bajo el supuesto de que los pardmetros nA y np tienen valores con los cuales el proceso puede alcanzar la condicién de estado estable.
En un puesto del mercado se compran y venden mentiras, los clientes entran segun un proceso de Poisson de tasa 4 clientes/minuto y la permanencia en el puesto es un tiempo exponencial con un tiempo medio de 10 minutos. Suponiendo que la capacidad del puesto es infinita para recibir a clientes, se solicita: a) Probabilidades de equilibrio
b) Numero medio de clientes en el puesto del mercado Solucién: a) Sea X(t)=Numero de personas en el mercado en el instante t { }X(t) , t 0= es un proceso de nacimiento y muerte Tasas de entrada (nacimientos): j4jOA =V = clientes/minuto Tasas de salida (muertes): jx1jj0 10 ( \u =V 2| | \ ) clientes/minuto

Ecuaciones de balance o equilibrio: n1lnlnlnlnnnnpppp-—-++A+p=2+p101100100014n0:ppppp40pl/10A=p=A->===p22012000012xx4411ppp40p40p1222/'1010AA====ppn3301230000123xxxx44411ppp40p40p12363/101010AAA====nyppnpporrecurrencia, nn01
p40pnlin!=vV=40nn00nnnOnOnOnll111p40plpelln!40140n!nloww —ww======-===+4+ 333> Se considera el desarrollo de Taylor 2nxxxxe 1 1! 2! n! = + + + + Portal Estadistica Aplicada: TEORIADE COLAS 172n40n40n04040401e140e1!2!n'n! ==+ + + + - => Finalmente, n40nn0140p
40 p e n 0 distribucién de Poisson P(40) n! n! —= = = - A = b) El nimero medio de clientes en el mercado: n4040nn0Onl40Lnpneennloow——==()===| [ /33n40nn140n1n14040en1)nl1) —ww—-====-—-33 n1k40404040n1k0404040e40e40eed0 )kl —wvwo—-—-—======-33

En una oficina bancaria rural un empleado atiende a los clientes que llegan segun porceso de Poisson de parametro A . Los clientes son reacios a esperar demasiado tiempo, de modo que si hay k personas esperando a ser atendidas con probabilidad (k) se quedan en otro caso se van. Una vez que entran en la cola

esperan independientemente segin su paciencia o abandonan un tiempo exponencial de tasa ¢ . Por otra parte, el tiempo de servicio del empleado es exponencial de tasa p . Se quiere modelar el nimero de personas en la cola como un proceso de nacimiento y muerte, calulando tasas y probabilidades de la variable estado. Solucion: X(t)

Numero de personas en la cola de espera= Los clientes llegan a la cola (nacimientos) segun una distribucién de Poisson de pardmetro q(k)A Los clientes salen atendidos (muertes) con distribuciéon de Poisson de tasa j1 o por impaciencia con distribuciéon de Poisson de tasa ¢ Suponiendo que la variable X(t) se comporta como una cadena de Markov de
tiempo continuo, las probabilidades de transicién se rigen por la ecuacién: ij ik kkjjijkjdp (t) p (t) pp (t) dt # = v —vS donde kj Tasa de salida del estado k Tasa de salida del estado j v = [ {v =| Se supone que existe una distribucién estacionaria, basta con imponer que las tasas de muerte sean mayores que las taas de nacimiento.

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 20 Ecuaciones de balance o de equilibrio: 1111101110010011NO:ppppp[( 2A2A=p=A->==| |ppul)2111111101100221111200121NL:pppppPPP[/AAA=A+pu=A+pu—>==||ppp\)311111110121113322223001231N2:ppppppPpP[ 2222
=A+p=A+p-o==| |ppnnl )porrecurrencia, N1111NO0Ok11kl111lppplw=(\a=-=| |u/)\)2+]| |ul )3 Variable 2X (t) : Tasa de nacimiento 2J X NOXN A t: (1)tqP(Wt)et0 —p — p> = p > Probabilidad de tiempo de estancia en el sistema > t: (1 )tsP(Wt)et0 - — p> = >

En el mostrador de facturacion de una aerolinea llega un promedio de 45 clientes por hora, cuando su capacidad media es de 60 clientes por hora. Si un cliente espera una media de 3 minutos en la cola, se pide: a) Tiempo medio que un cliente pasa en la facturacion. b) Numero medio de clientes en la cola.
c) Numero medio de clientes en el sistema en un momento dado. Solucién: a) La informacién de la que se dispone es: Media de llegada de clientes: 45 clientes/hora 45 / 60 0,75 clientes /minutosA = = = Media de servicio a clientes: 60 clientes/hora 60 / 60 1 clientes /minutosp = = = qTiempo promedio de espera en la cola: W 3 minutos=
El tiempo promedio que un cliente pase en el sistema sq1 WW=+ 1 es:s1 W 3 4minutos 1 = + = (3 minutos en la cola + 1 minuto en el servicio) b) El nimero promedio de clientes en la cola qL. se puede calcular: q g xL. W 0,75 3 2,25 clientes= A ==22q 0,75 L 2,25 clientes () 1(1 0,75)A===pp— A —
con lo cual, puede haber mas de dos clientes en la cola. ¢) El nimero promedio de clientes en el sistema L es: s 0,75 L 3 clientes 1 0,75 A = = = — A — o también, Ss clientes L W 0,75 minutos = A = x 4 minutos 3 clientes= Hay un promedio de 3 clientes en el sistema, al haber un sélo mostrador (servidor)
so6lo un cliente puede estar en servicio, teniendo los demaés clientes que estar en la cola, lo que indica que hay 2 clientes en espera. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 30 e) Para calcular la probabilidad de tener una cola de mas de 2 clientes se necesita saber la probabilidad de que haya 0, 1 y 2 clientes. donde, nnp (t) (1) con /0,8=
—ppp=Ap=000sxn0p(t)P(L0)1(10,80802(\[\VWArA=—o===—-=—=|]] |pp\)\)111sxn1p®)PL1)1(10,8)0,80,16(\(VWArA=—n===—-=—=| ]| |ppl)\)222sxn2pt)P(L2)1(10,8)0,80,128(\(V2AA=o===—-=—=| || [nnl )\ )()sssssP@L2)1P@2)1PLO0) PL1)PL?2) 1
0,20,160,1280,512>=—->=—=+4+ =+ = =[ ]|_ J = — + + = Existe un 51,2% de posibilidad de encontrar una cola con méas de dos cleintes. e) La probabilidad del tiempo de espera de un cliente en el sistema: (1 )t 0,25 (1 0,8)251,25ssP(Wt)eP(W25)ee 0286 —p—p———>=->>===
La probabilidad del tiempo de espera de un cliente en la cola: (1)t 0,25 (1 0,8)25 1,25 g gP(W t) e P(W 25) 0,8e 0,8e 0,23 —p — p — — —> = p — > = = = Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 31 Una sucural bancaria decide instalar un cajero en un barrio de ciudad que no

tiene un servicio semejante. En la investigacion inicial se recogen datos diariamente sobre los tiempos de llegadas de los clientes, detectando que el cliente que llega prefiere esperar para poder utilizar el servicio cuando éste se encuentra ocupado. Con los datos recogidos, se estima que las llegadas siguen un proceso de Poisson, el
tiempo de servicio es exponencial, el tiempo medio de servicio es de 5 minutos por cliente y el tiempo medio transcurrido entre dos llegadas consecutivas es de 8 minutos. Se pide: a) Tiempo promedio de espera que debe sufrir cada cliente en cola. b) Tamafio promedio de la cola y probabilidad de que al acudir al cajero haya

alguna persona en la cola. Solucién: a) Es un modelo de cola M/M/1 con 1/8 0,125y 1/5 0,2A = = p = = El tiempo promedio de esperaencola: qqLW ()A==App— A ()q0,125W 8,33minutos () 0,2 0,2 0,125 A == =pup — A — b) El tamafio promedio de la cola se refleja por el nimero medio de clientes en la cola: qgqqxW L /L W 0,125
8,33 1,04 clientes= A - = A = = La probabilidad de que al acudir al cajero haya alguna persona en la colaes 0 11 p p— —, donde n np (t) (1 )= — p p El factor de utilizacion /0,125/0,2 0,625p = A 1 = = es la probabilidad de que el cajero se encuentre ocupado, que al tener Un unico servidor coincide con con la
probabilidad de que un cliente nuevo tenga que esperar en el servicio, es decir, p/0,625=2Ap=000sxn0p (t) P(L0) 1 (10,625)0,6250,375( \[ \AA=->===—-=—-=| || [unl /| /J111sxn1p () P(L1)1(10,625)0,6250,234(\(2Ar=->===—-=—-=| || |up|l )| /)ssssP@L1)1P@L1)1PILO)PL1)10,3750,2340,391>=—>=—

=+ ==— — =[ || ] Existe un 39,1% de posibilidad de encontrar alguna persona en la cola. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 32 Una base de mantenimiento de aviones tiene recursos para revisar inicamente un motor de avién a la vez. Para devolver los aviones lo antes posible, sigue la
politica de revisar solo un motor de los cuatro motores de los aviones que llegan a la base segin una distribucién de Poisson de tasa media uno al dia. El tiempo requerido para revisar un motor (una vez que comienza el trabajo) sigue una distribucion exponencial de tasa 1/2 al dia.
Se ha hecho una propuesta para cambiar la politica de revision, de forma que se revisen los cuatro motores de forma consecutiva cada vez que un avion llegue a la base, que supone cuadriplicar el tiempo esperado de servicio, con una frecuencia de revisién de cada aviéon cuatro veces menor.

Se pide comparar las dos alternativas aplicando la teoria de colas. Solucion: En los dos casos se trata de colas M/M/1, puesto que tanto los tiempos entre llegadas como los tiempos de servicio son variables aleatorias con distribucién exponencial. ¢ En la situacion actual, la tasa de llegadas es 1 /1 1A = = aviones al dia, y la tasa de servicioes 1/ (1/
2) 2p = = aviones al dia. Factor de utilizaciéon: 1 0,52 A p = = = p Numero promedio de aviones en el sistema: s1L121A===pu—A— aviéon Niumero promedio de avionesencola: 2q11L ()22 1)2A===ppn— A — avion Tiempo promedio de estancia en el sistema: s11W121===pu—A— dia Tiempo promedio de espera en cola:
gl1W()2(@21)2A===pp - A— dia * Con la propuesta de cambiar de politica de revisién, la tasa de llegada es 1 /4 0,25\ = = aviones al dia, y la tasa de servicioes 1/(4/2) 0,5p = = aviones al dia. Como el factor de utilizacién: 0,250,51 0,5A p = == <1 es el mismo, el estado sigue siendo estacionario.

Numero promedio de aviones en el sistema: s0,25L 10,50,25A == =p — A — avién Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 35nn00nnss1sIinnsn0n0nn0OnOnsn011lpcplp(/)(/)(/)cnlnlslsww——-—wu========o===Apdpdpd++]| |pl)S3333Sss1slnsnn0On011(/)(/)s(/)11n!s!sn!
sll ——==== ( \?x LAp u( \2\ pAa++]| || |lm=2an-p\ )\ )SS Bajo condiciones de estabilidad (factor de utilizacién 1p <), al igual que en el modelo M/M/1, se pueden aplicar férmulas para obtener los principales parametros del sistema. Tiempo en el servicio: 1 p Utilizacién promedio del sistema: sud = p

Factor de utilizacién (factor de carga/ intensidad tréafico): s A p = p Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 36 Probabilidad de que ningtn cliente se encuentre en el sistema de colas: 0s 1nsn01p(/)(/)sn!s!ls—==(\ApudAnup+| |p— 2\ )3 Probabilidad del estadon: nnO(/)ppnsn!Au= =< Probabilidad del estadon: nn
O(ns)(/)ppnss!s—An=>Namero promedio de clientes en cola: ssq0022(/)1Lpp(s!(s)s!(1)({\Apdpdp==]| |-nu—-2an-p|l)Namero promedio de clientes en sistema: sqLLA=+p ()s sL W= A Tiempo promedio de espera en cola: qqL W = A ()g gL W= A Tiempo promedio de estancia en el sistema: sq1 W W= +
n ssLW[\=| |A\ ) Amedida que se afiaden servidores al sistema las férmulas van siendo méas complicadas, en especial para el calculo de probabilidades. Se asume que la probablidad de la funcién de tiempos de servicio es una exponencial negativa de pardmetro nust(s1/)tl1ePWt)els!(1)sl1/—pu——=2Au-p( Y 2|l Il |[[\n-=\)| |> =
+] Il -p==2ul)J| || |\ )Cuando s1/0— —Apu= seutiliza t(s1/)letsl/—p——2Ap— =nu— — Apu Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 37 Un terminal de facturacién dispone de dos operarios que atienden a los clientes que llegan segtin una distribucién de Poisson de media ochenta clientes por hora,

que esperan en una unica cola hasta que alguno de los operarios esté libre. El tiempo requerido para atender a un cliente se distribuye exponencialmente con media 1,2 minutos. Se pide: a) ¢Cudl es el nimero esperado de clientes en el terminal de facturaciéon? b) ¢Cudl es el tiempo medio que un cliente pasa en el terminal de facturacién?

c) ¢Qué porcentaje de tiempo estd libre un determinado operario? Solucién: a) Es un modelo de cola M/M/2 con s 2 servidores= Tasa de llegadas 80 clientes/hora= A = Tasa de servicio por operario 60 50 clientes/hora 1,2 = p = = Factor de utilizacién o congestion del sistema: x800,8s.250Ap===1

Probabilidad de que ningtn cliente se encuentre en el sistema de colas: 0s 1 1n2nsn0On0x11p 0,111 (80/50) (80/50)100(/)(/)sn!2110080n!s!s—=====(\Apdpup(\++| || |-n=2\ )1 )33 1n2n0x(80/50) (80/50) 100 n! 2! 100 80=( \+=| |-\ /3 ()02x(80/50)(80/50)(80/50)511,66,490! 112! ]=++
=++=| || Jobien 0s21s1nnnOn011p0,111(80/50)1801(/)11n!25010,8n!s!l—=====(\\(\Apr++]| || ] |-pn-p\ )|/l ]SS Namero pomedio de clientes en la cola: s 2 q022xxx (/) (80/50) 8050 Lp 0,111 2,84 clientes (s 1)! (s) 1! (250 80) ApAp===—p— A —

Numero promedio de clientes en el sistema (terminal de facturacion): s g 80 L L 2,84 4,44 clientes 50 A = + = + = 1 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 40 El gerente de una multinacional quiere analizar el coste total por hora del sistema de descargas de su terminal (mano de obra y camiones ociosos). La
terminal de carga funciona con cuatro plataformas de descarga, cada una de éstas con un equipo de dos empleados que descargan un semirremolque en una hora, con tiempos de servicios exponenciales, y un coste de cuarenta euros/hora. El tiempo de llegadas de camiones es de tres/hora siguiendo una disribucién de
Poisson, con un coste estimado de sesenta euros/hora por camién ocioso. Solucién: Es un modelo de cola M/M/4 con s 4 servidores= Para calcular el coste total de mano de obra y de los camiones ociosos hay que saber el tiempo promedio de espera en el sistema de descarga y el nimero promedio de camiones en el mismo. Tasa de llegadas: 3

camiones/horal = Tasa de servicio por empleado x 1 4 1 camiones/hora 4 = n = = Utilizacién promedio del sistema: su/3 /1 3= A p = = Utilizacién promedio de las cuatro plataformas: x3 0,75s4 1 A p = = = 1 Probabilidad de que no haya ningiin camién en el sistema de descargas: 0s3s1nn4n0On0111p0,037726,5311(/)113n!4!
0,25n!s!l1—======(\(\Ap2a++]| || |\ /u-p\)3333nn4n0n03113313,5134,54,513,526,5n!4!0,25n!==(\+=+=+++ + =| || )33 Nimero promedio de camiones en espera: s4 q022xxx(/)331Lp0,03771,53(s1)! (s)3! (43)ApnAp===—pn — A — Tiempo promedio de espera de camiones cola: qq L 1,53 W
0,51 hora 3 = = = A Tiempo promedio de estancia de camiones en el sistema: Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 41sq11W W 0,51 1,51horas 1 = + = + = p Nimero promedio camiones en el sistema: sqL L 1,53 3 4,53 camionesA = + = + = pobien, ssLW 3x 1,51 4,53 camiones= A = =

Los costes/hora por mano de obra ociosa y camiones ociosos son: Coste total Coste mano de obra ociosa Coste camiones ociosos= + = sx x x x40 s 60 L. 40 4 60 4,53 431,8 euros= + = + = Un mayorista de agencias de viajes tiene un sistema de reservas por teléfono,

atendido por 4 comerciales, las llamadas en espera son atendidas después en estricto orden de llegada. Se sabe que las llamadas son aleatorias con un promedio de 20 llamadas a la hora, mientras que el tiempo medio de respuesta (tiempo que una llamada permanece en el sistema) es de 6,51 minutos, y el nimero medio de
llamadas en espera es de 0,17. Se pide: a) Tiempo medio que una llamada ha de esperar hasta ser atendida por uno de los comerciales. b) Qué ocurriria con el uso del sistema si hubiera dos comerciales menos. c) Si el mayorista valora la hora de inactividad de cada comercial en doscientos
euros, ¢cudl es la pérdida media por hora debida a la inactividad de los comerciales? d) Si los tiempos entre llamadas y los tiempos de atencion al cliente son variables aleatorias exponenciales, representar el diagrama de tasas de transicion entre estados. Si la probabilidad de que el estado esté vacio es 2/19, calcular la

probabilidad de que una llamada quede en espera. Solucién: a) Tasa de llegadas: 20 clientes/horaA = Tiempo medio de respuesta: ss q 6,51 1 W 0,1085 horas WW 60 [ |\ = = = +| |p| / Nimero medio de clientes en la cola: qL 0,17 clientes= Luego, Tiempo medio de espera en cola: qq L 0,17 W 0,0085 horas 20 = = =

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 42b) sqgsql1WWW W 0,1085 0,0085 0,1 10 clientes/hora= + - = — = — = - 1 = 1 p Factor de utilizacién del sistema: x20 0,554 10 A p = = = 1 Con dos comerciales menos x201s2 10Ap = = = p el sistema se vuelve inestable. c¢) 20 Numero medio de comerciales ocupados 2 10 A = = =
1 Con lo que el numero de comerciales ociosos es de 4 2 2— =, en consecuencia, la pérdida por hora por la inactividad de los comerciales es de 400 euros. d) Diagrama de tasas de transicién, cuando los tiempos entre llamadas y los tiempos de atencidn al cliente son variables aleatorias exponenciales.

Una llamada queda en espera cuando todos los comerciales estdn ocupados. 01 2 3P(N4) 1 P(N4) 1 ppp p= = — < = — — — — Por ser el sistema estacionario, la tasa media de llegada es igual a la tasa media de salida para cualquier estadon, esdecir, n1nlnlnlpp-—-++2+u02p19=1010x202410p20ppp2101919=->===10
2011212110p20p420p20p 10p20p20p20ppp1l9=+=+->=->==123122323220p20p20830p20p20p20p30p20ppp3057=+=+-=->==012324481P(N4)1PWN4)1pppp1191919573==—-<=—- - — —=—— — — = Adviértase que se trata de un modelo de cola M/M/4 con s 4 servidores= Data Description

Number of servers 2 Service rate (per server per Hora) 40 olve the Problem [Customer arrival rate (per Hora) 30 Queue capacity (maximum waiting space) M Customer population M Busy server cost per Hora Idle server cost per Hora Customer waiting cost per Hora Customer being served cost per Hora Cost of customer being balked Unit queue
capacity cost MEDIDAS DE RENDIMIENTO: Resuls Utilties Window Help Ferformance Summary Probablity Summary os rm eje] Probabilidades estimadas de que existen desde O hasta 200 clientes en la cola Performance Measure | Result 1 System: M/M/2 From Formula 2 Customer arrival rate (lambda) per Hora = 30,0000 3 Service rate per server
(mu) per Hora 5 40,0000 4 Overall system effective arrival rate per Hora = 30,0000 5 Overall system effective service rate per Hora = 30,0000 6 Overall system utilization = 37,5000 %. 7 Average number of customers in the system (L) = 0,8727 8 Average number of customers in the queue (Lq) = 0,1227 9 Average number of customers in the queue
for a busy system (Lb] = 0,6000 10 Average time customer spends in the system (W) = 0,0291 Horas 11 — |Average time customer spends in the queue (Wa) = 0,0041 Horas 12 |Average time customer spends in the queue for a busy system (Wb)= 0,0200 Horas 13 — [Theprobability that all servers are jdle (Po) = 45,4545 %. 1 The probability an
arriving customer waits (Pw) or system is busy (Pb) = 20,4545 % 15 |Average number of customers being balked per Hora = o 16 Total cost of busy server per Hora = so 17 Total cost ofidle server per Hora = $0 18 Total cost of customer waiting per Hora = $0 19 Total cost of customer being served per Hora = $0 20 [Total cost of customer being
balked per Hora = $0 21 [Total queue space cost per Hora = $0 22 Total system cost per Hora = so Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 45 n Estimated Probability of |Cumulative Probability n Customers in the System o 0,4545 0,4545 1 0,3409 0,7955 2 0,1278 0,9233 3 0,0479 0,9712 4 0,0180 0,9892 5 0,0067 0,9960 6 0,0025 0,9985 7
0,0009 0,9994 8 0,0004 0,9998 3 0,0001 0,9999 10 0,0000 1,0000 11 0,0000 1,0000 12 0,0000 1,0000 13 0,0000 1,0000 14 0,0000 1,0000 SENSIBILIDAD DEL SISTEMA: BE Queuing Analysis - wl File Edi Format Solve and Analyze Results Ss fimdow WinQsé ae 5) [00] A. ae Simulacién del sistema: Data Description Actuaciéon de la cola en 24 horas
MB Tora [Service rate (per server per Hora) [Customer arrival rate (per Hora) Random Seed Queue Discipline A ueue capacity (maximum waiting space; (0) Use default random secd FO Q pacity (| 1g space) Customer population O Enter a seed number Ouro Busy server cost per Hora MS O Random Idle server cost per Hora Customer waiting cost per
Hora Customer being served cost per Hora Cost of customer being balked Unit queue capacity cost Cancel Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 46 Performance Measure Result lo lua a alum pp ora 5 p ma pa (5) ra h pa a p am ma A pa (5) ra 0 e Sa System: M/M/2 Customer arrival rate (lambda) per Hora = Service rate per server (mu) per
Hora = Overall system effective arrival rate per Hora = Overall system effective service rate per Hora = Overall system utilization = jAverage number of customers in the system (L) = [Average number of customers in the queue (Lq) = jAverage number of customers in the queue for a busy system (Lb] = jAverage time customer spends in the system
(W]) = jAverage time customer spends in the queue (We) = Average time customer spends in the queue for a busy system (Wb] = The probability that all servers are idle (Po) = The probability an arriving customer waits (Pw) or system is busy [Pb] = jAverage number of customers being balked per Hora = Total cost of busy server per Hora = Total
cost of idle server per Hora = Total cost of customer waiting per Hora = Total cost of customer being served per Hora = Total cost of customer being balked per Hora = mm e Total queue space cost per Hora = N o Total system cost per Hora = IN a Simulation time in Hora = E Starting data collection time in Hora = mm a Number of observations
collected = 5] mn Maximum number of customers in the queue = 15 a Total simulation CPU time in second = From Simulation 30,0000 40,0000 27,3295 27,3295 34,2151 % 0,7565 0,0722 0,4174 0,0277 Horas 0,0026 Horas 0,0153 Horas 48,8648 % 17,2951 % o $0 $0 $0 $0 $0 $0 $0 24,0000 o 656 4 0,0780 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE
COLAS 47 Dependiendo de las necesidades se pueden ir analizando cada uno de los parametros. — Capacity Aneeis El Andlisis de Capacidad se realiza con los costos, que se definen: Ele Edit Format Soleand Analyze Results Ulilties Window WwnoS8B Help E Es] A: 0 E jne Data Description Number of servers Number of Servers pecify either
approximation or jService rate (per server per Hora] imulation for solution if no form formula is available. [Esto meraa al rate (per Hora) jQueue capacity (maximum waiting space) jCustomer population server cost per Hora Solution Method (5 'Approximation by G/G/s O Monte Carlo Simulation lle server cost per Hora :omer waiting cost per Hora DK
-omer being served cost per Hora of customer being balked Cancel it queue ca cost Se introducen los costos: Help Costo servidor ocupado/hora = 5$ Se marca una variacién de servidores de 2 a 8, Costo servidor ocioso/hora = 1$ con un paso de 1, en que la capacidad de la Costo cliente en espera = 0,5$ cola es infinita Costo cliente servido/hora = 3$
Costo cliente no atendido =1 $ Costo unitario capacidad de cola =3$ Number of] Queue | Total [Busy Server|Idle Server] — Waiting Serued Balked Queue Server |Capacity| Cost Cost Cost | Customer Cost Customer Cost| Customer Cost| Capacity Cost 1 2 IM $7,8636 3,7500 1,2500 0,6136 2,2500 o0 0 2 3 IM $8,235 3,7500 2,2500 0,0735 2,2500 0 0 3 4
Mo $9,2588 3,7500 3,2500 0,0088 2,2500 004 5IM $10,2510 3,7500 4,2500 0,0010 2,2500 005 6 IM $11,2501 3,7500 | 5,2500 0,0001 2,2500 00 6 7 IM $12,2500 3,7500 6,2500 0,0000 2,2500 0 0 7 8 IM $13,250 3,7500 7,2500 0,0000 2,2500 o o Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 50 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 51
MODELO DE COLA M/M/s con fuente de entrada finita Es una variacion del modelo M/M/s consistente en que la fuente de variacién de entrada es limitada, esto es, el tamarfio de la poblacion de posibles clientes es finita. Sea N el tamafio de la poblacién, cuando en el sistema se encuentran n clientes, quedan (N n)—

posibles clientes en la fuente de entrada. En el modelo con poblacion finita los clientes alternan entre estar dentro y fuera del sistema. Por analogia con el modelo M/M/s se supone que el tiempo que pasa cada cliente fuera del sistema es una variable aleatoria exponencial Exp( )A . Cuando n clientes estdn dentro, (N n)—

clientes estan fuera, y por tanto la distribucién de probabilidad del tiempo que falta para la préxima llegada al sistema es el minimo de (N n)— variables exponenciales independientes de parametro (N n)A — . De este modo, nnnlns(Nn)OnNssnNOnNOnNpdss[A-=s<[|a=p=pr=s=<{q{>] >

La aplicacién mas importante de este modelo es la reparacién de maquinas, donde se asigna a uno o mas técnicos la responsabilidad de tener operativas un grupo de N méaquinas. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 52 Cuando las maquinas se estropean acuden al sistema de mantenimiento en espera

de ser reparadas, y cuando estan operativas quedan fuera del sistema. n0nOnNnOIN!'ppp si InNNnIN'(Nn)!=(\A====<| |-n/ )| /)r]| |-nl )3 Utilizacién promedio del servidor: Op 1 p= — Ntmero promedio de clientes en el sistema: s OLN (1 p)p = — — A Numero promedio de clientes enlacola: qO0 ()LN(1p)A+p=
— — A Tiempo promedio de estancia en el sistema, incluido el servicio: sssL W (N L) = A — Tiempo promedio de esperaen lacola: qqsLW(NL)=2A— sql WW [ \=+| |p\ ) Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 55 Una empresa tiene seis equipos idénticos de manufactura, el tiempo entre

fallas de cada uno de los equipos de produccién sigue una distribuciéon exponencial, con un tiempo promedio entre fallas de veinte horas. Para la atencién de las fallas en el equipo de manufactura hay un tnico equipo de mantenimiento, el tiempo de duracién del servicio de reparaciéon de las maquinas sigue una distribucién

exponencial con una media de 2 horas/falla. Se pide: a) Utilizacién promedio de mantenimiento. b) Probabilidad de que n clientes se encuentren en el sistema de colas. ¢) Numero promedio de maquinas en espera de ser reparadas. d) Numero promedio de maquinas que estan en el sistema. e) Tiempo promedio de espera de las maquinas en la cola.
Solucién: a) Es un modelo de cola M/M/1 de poblacién finita, los N 6= equipos de manufactura constituyen la poblacion de clientes, verificandose las demas condiciones Tasa de llegadas: 1 0,05 maquinas/hora 20 A = = Tasa de servicio: 1 0,5 maquinas/hora 2 p = = Utilizacién promedio del equipo de mantenimiento: Op 1 p=—-0nn6NnOn01 1
1 p 0,4845 2,063926! 0,05N! (6 n)! 0,5(Nn)!====== ([ ] || |-—ul )l )3Sn66n23n0n0xxx6!0,056!0,1160,1300,11200,1(6n)!0,506n)!==(\==++++|--1)Z> 45 6x xx360 0,1 720 0,1 720 0,1 2,06392+ + + = Utilizacién promedio de mantenimiento: Op 1 p 1 0,4845 0,5155= — = — =

b) Probabilidad de que n clientes se encuentren en el sistema de colas: nnnOxxN! N!'pp 0,1 0,4845si 1 n N (N n)! (N n)! ( \}x === s| |— n —\ } 1p 2p 3p 4p 5p 6p 0,290708942 0,145354471 0,058141788 0,017442537 0,003488507 0,000348851 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 56

c) Numero promedio de maquinas en espera de ser reparadas: ¢ 0 () (0,05 0,5) LN (1 p) 6 (0,5155) 0,3295 maquinas 0,05 A + p + = — — = — = A d) Numero promedio de maquinas que estdn en el sistema (en la cola y en proceso de reparacion): s 0 0,5 L N (1 p) 6 (0,5155) 0,845 maquinas 0,05p=——=— =12

e) Tiempo promedio de espera de las maquinas en la cola para ser atendidas: q g s L. 0,3295 W 1,278 horas (N L ) 0,05(6 0,845) = = = A — — f) Tiempo promedio de estancia de las maquinas en el sistema (en la cola y en proceso de reparacion): ss s L. 0,845 W 3,278 horas (N L) 0,05(6 0,845) = ==A— —obien, sq11WW 1,278 3,278 horas 0,5
= + = + = p Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 57 MODELO DE COLAS M/M/1/k y M/M/s/k Este tipo de sistemas de colas se caracterizan por tener una cola finita, como indica la cuarta inicial de la notacién de Kendall. El nimero maximo de clientes en el sistema en estos modelos se encuentran limitado a k

, que coincide con la suma del nimero de servidores y el tamano de la cola, por lo que la capacidad de la cola es (k s)— El modelo M/M/1/k es aquel en el que un servidor atiende todas las peticiones, por lo general este modelo se etiqueta como M/M/s/k para un nimero genérico de servidores.

Otra interpretacion de este sistema es aquel en la que los clientes que llegan dejan la cola a partir de una determinada longitud ya que no estan dispuestos a soportar una larga espera. En esta situacion, si el sistema esta lleno (la capacidad es k) no se permite la entrada de nuevos clientes al sistema. En consecuencia, la tasa de llegada efectiva

no es constante y varia con el tiempo (dependiendo si el sistema esta o no lleno): efk(lp)A=24— donde knnOknOppparanO,1,..,kp1l==p==3Elfactor de saturacion A p = p determina como varian las probabilidades np de que haya n clientes en el sistema. Si 1 Los estados mas probables son los de

menor numero de clientes, dado que la oferta de servicio supera a la demanda. p < — Si 1 Todos los estados son equiprobables.p = - Si 1 Los estados mds probables son los de mayor nimero de clientes, pues la demanda de servicio supera a la oferta. p > > se deduce, k101si(/)11plsi(/)11k+—-p[A=zp=p
=An=#| —p|l=4{ | A=n=p=2an=|| + Probabilidades del estado: nk1n (1)si(/)11p1si(/)11k+ [—-ppA=np=p=2ap=#||—-p=4 |A=p=p=24ap=|| + Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 60 s s ef L. 3,52 W 0,5916 horas 5,95 = = = A d) Tiempo medio de espera en la cola de vehiculos: q¢s 11 W W 0,5916

0,4249 horas 6 = — = — = pe) Longitud de la cola: qef qlL. W 5,95 x 0,4249 2,528 vehiculos= A = =obien, k4qsk15(1)(13)3LL 3,522,528 vehiculos1 13+ —pp — =— =— = —p — Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 61 MODELOS DE COLAS CON TIEMPOS DE SERVICIO NO EXPONENCIAL

Los modelos anteriores se basan en que las entradas y el servicio se distribuyen mediante procesos que siguen una distribucién de Poisson/Exponencial. En un sistema de colas es necesario seleccionar una distribucién de probabilidad para los tiempos de servicio. Hay tres distribuciones que representan tiempos de servicio: ¢

La distribucion de servicio exponencial (o =media) ¢ La distribucion de servicio constante ( 0c =) ¢ La distribucién Erlang que posee un parametro k que determina la desviacién tipica 22x111kk()o=-=| l[npol) k1=- Ladistribucién Erlang = La distribucién Exponencial =k = « — La distribucién Erlang =

La distribucién degenerada con tiempos constantes La distribucién Erlang segun los valores del pardmetro k: Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 62 MODELO DE COLA M/G/1 Segun la notacién Kendall se trata de sistema de colas con tiempos de llegadas

distribuidos exponencialmente (Proceso de Poisson de parametro A ), con clientes que tienen tiempos de servicio independientes e idénticamente distribuidos de media ( )1 /u y varianza 2c Cualquier sistema de colas de este tipo alcanza en algin momento el estado estable cuando el factor de utilizaciéon /1lp=Ap <.

Las medidas de rendimiento para este modelo toman las expresiones adjuntas, donde la referente a L. recibe el nombre de férmula de Pollaczek-Khinchine. np = p Utilizacién promedio : Op 1= — p Numero promedio de clientes en la cola: 2 2 2 gL 2(1 ) A 0 + p = —p Numero promedio de clientes en el sistema: sqL L=+ p

Tiempo promedio de esperaenlacola: 222gqqLW2 (1)A 0o+ p==2AA— pTiempo promedio de estancia en el sistema: ssqL 1 W W= = + A p Las medidas de eficiencia incrementan su valor conforme 2c aumenta, lo que indica que el funcionamiento del servidor tiene gran transcendencia en la eficiencia global del sistema.

Curry y Feldman proponen una modificacién del tiempo promedio de espera en la cola que proporciona una relacién directa entre las colas M/M/1 y las colas M/G/1: 22 qq 1 WW 2 (M/G/1) M/M/1) [ \+ no =| |\ )2 2pn o = Coeficiente de variacién al cuadrado de los tiempos de servicio. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 65

Tiempo promedio de espera en la cola: gqq L 1,125 W 7,5 minutos 0,15 = = = A Tiempo promedio de estancia en lavacoches: ss L 1,875 W 12,5 minutos 0,15 = = = A d) Medidas de eficiencia segun un modelo M/Ek/1: 222 2xx1 1k 6,25 0,2 2 = = = 1 0 Promedio de clientes enla cola: 22 gxxx(1k)0,75 (1 6,25) L. 1,305 clientes 2k(1 ) 2 6,25 (1
0,75) p + + = = = —p — Promedio de clientes en el sistema: s qL L 1,305 0,75 2,055 clientes= + p = + = Tiempo promedio en la cola: qq L 1,305 W 8,7 minutos 0,15 = = = A Tiempo promedio en el sistema: ssqL1 W W 8,75 13,7 minutos==+ =+ =ApSeobservaquecuando 22x11klo=-==ppno , el modelo de cola M/Ek/1

es un modelo de cola M/M/1 con tiempo de servicio exponencial Promedio de clientes enla cola: 22qxxx(11)L21(1)(1)p + p == — p —p Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 66 MODELO DETERMINISTA DE COLAS Cuando la demanda A es mayor que la capacidad i, el factor de utilizacién 1 Ap=>p

, entonces para calcular las demoras es necesario utilizar otro criterio en teoria de colas. Este fendmeno ocurre en muchos sistemas durante un periodo corto de tiempo introduciendo el modelo determinista de colas. Un modelo deterministico es un modelo matematico donde las mismas entradas

producen invariablemente las mismas salidas, sin contemplar la existencia del azar ni el principio de incertidumbre. Estado del sistema nimero de clientes en el sistema= L Longitud de la cola nimero de clientes en cola estado del sistema nimero de clientes en servicio = = = = — tasa de llegadasA = tasa de serviciosp =
Sea N(t)=Numero de clientes en el sistema en el instantet = = numero de clientes en cola méas el nimero de clientes que estan siendo servidos Si t 0= no hay clientes N(0) 0= Sea A el nimero de llegadas independientes por unidad de tiempo, (1/2) el tiempo constante entre dos llegadas consecutivas. Por otra parte, sea p el nimero

de servicios por unidad de tiempo (cuando el sistema estd ocupado), y (1 /)u el tiempo que se tarda en realizar un servicio. Se define T = Instante de tiempo en el que se produce el primer rechazo es decir, llega un cliente cuando en el sistema hay (k 1)— clientes. En el andlisis se distinguen dos casos, segun si la tasa de llegadas es mayor (
)A > 11 o menor igual que la de servicio A >pn Si 1t0,( \€| |A\ ] = No hallegado todavia ningtn cliente, en este intervalo de tiempo no hay clientes en el sistema. Si 1t,( \et| |Al )] = 1 N(t) llegadas en (0, ] serviciosen , [ \( ]=t—1 J|L ]| ||A\ ]\ ) Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 67 Ntumero de llegadas en (0, ]t tt1/(
\==2| |A| /| Ntmero de salidas 1,( Jt=| [A\ ] t1/t1/()=2u=1u-| |ua| ) Enconsecuencia, tN(t)tpu—(\=2 -] || )2 a) Cuando el tiempo de servicio es un multiplo entero del tiempo entre llegadas, es decir: 1 1m [ )\ =| |A u| ) En este caso, siempre que se produce la salida de un cliente hay una llegada

simultédnea. Asi, no puede suceder que haya simultaneamente una salida y un rechazo, pues si un cliente sale, se deja una plaza libre en el sistema para el otro cliente que llega en ese momento. En consecuencia, el nimero de clientes es creciente hasta que a partir del instante T es constantemente igual a la capacidad (k 1)— del sistema.

Luego, se tiene: 10t 1INM®tttkl t [ = | { | | Aunque la relacién se verifica en general, se observaque (n)1S=pn y si t< Tt Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 70 SISTEMA DE UN AEROPUERTO: EQUILIBRIO ENTRE DEMANDA Y CAPACIDAD OPERACIONAL

La llegada a un aeropuerto (aviones como pasajeros) es un fenémeno aleatorio que se analiza utiliazando modelos estocasticos de colas. La demanda en periodos de poca duraciéon excede de la capacidad del aereopuerto, proceso que se analiza con modelos deterministicos. Asumiendo las condiciones de operacién IFR

(Instrumental Flight Rules) que no es necesario tener contacto visual con el terreno, las llegadas de aviones en un aeropuerto con dos pistas siguen un proceso de Poison a la hora de parametro 45. El tiempo de servicio por separaciéon de llegadas sigue una distribucion exponencial de 90 segundos. **+* Es una cola de tipo M/M/2 con s 2 servidores=

45 aviones/horah = x 1 90 1 40 aviones pista por hora 60 60 40 = = — p = p Utilizacion promedio del sistema: s 45u 1,125 40 A = = = p Factor de utilizacion o intensidad trafico: x 45 0,5625s 2 40 A p = = = n Probabilidad que ningun avién se encuentre en el sistema de cola: 0s21s 1nn2n0n0xx11p1,12511(/)111,125n! 2! 1 0,5625n!
sll——=====(\ApA++| | -n—p\ )3 Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 71 10,28 1 1,125 1,446 = = + + Ntimero medio de aviones en cola: s2q022xxx1 10,5625 L p 1,125 0,28 0,52 s! (1) 2! (10,5625)( \Ap == =| |p — p =\ ) Nimero medio de aviones en sistema: sqL 1 0,521,1251,645A=+=+=1p
Tiempo medio de aviones esperando en cola: g g x x L. 0,52 W 60 60 0,69 minutos 45 = = = A Tiempo medio de aviones en el sistema: sq1 60 WW 0,69 2,19 minutos 40 = + = + = p Con una hoja de célculo se puede elaborar un analisis de sensibilidad del sistema y un diagrama de la variacién de aviones en cola segin demanda. En esta linea, para

distintas tasas de llegadas de aviones se obtiene: q 20 25 30 35 40 45 50 55 W 0,1 0,162 0,245 0,355 0,5 0,694 0,962 1,344 A Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 72 q 2025 303540455055L0,0330,0680,123 0,207 0,333 0,521 0,801 1,232 A **eeeeee E]l aeropuerto tiene dos sistemas de rayos-X,

experiencias anteriores indican que un pasajero tarda 45 segundos en pasar por el drea de seguridad, seguin una distribucion de servicio exponencial. Los clientes llegan en promedio al area de seguridad cada 25 segundos de acuerdo a una funcion de Poisson. El director del aeropuerto quiere analizar la situacién para conseguir que en un

futuro proximo la demanda aumente un 60%. Para ello, necesita: (a) Analizar la situacién actual. (b) Mdaquinas de rayos-X que se deben instalar en el futuro para dar un servicio de forma que el pasajero medio no espera mas de dos minutos en la cola. (c) Probabilidad de que en un futuro més de cuatro pasajeros esperan en la cola. ****

(a) Enla actualidad: El sistema de seguridad es una cola de tipo M/M/2 con s 2 servidores= Si el nimero de llegadas sigue una distribuciéon de Poisson P( )A , el tiempo entre llegadas sigue una distribucién exponencial de media (1/)Axx 1 1 60 60 144 144 pasajeros/hora25/606025====A=2Axx1 1606080 80 pasajeros/hora 45 /60 60
45 = = = = p = 1 seguridad Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 75 q s Servidores 3 4 5 W Segundos sistemas colas 347 18,5 0,04 = = c) La probabilidad de que mas de cuatro pasajeros esperan en la cola es la probabiidad de que esperen méas de ocho pasajeros en el sistema qs(LLL44)=+ > +
Probabilidad del estadon: nnnOnO@ms)(/)(/)ppnsppnsnls!ls—ApAp===>48nn00ns)n0n5(/)(/)Pm8 1Pn8 lppn!s!'s 1(0,66937 0,24256) 0,08807 — == \ApAp>=-=s=-+=| || |\ /=-+=3344nn2340n0n0XX(/)2,882,882,882,88p0,04512,880,0450,66937n!n!2624==(\Ap=
=++++=|[|)3388nn56780n4)(84)234n5n5XX(/)2,880,0452,882,882,882,88p 0,001875s!s44!4444 0,24256 — —==(\Ap==+++ =| || ) =33 En una sola pista (servidor), una distribucién de servicios general (G), conociendo la tasa media de servicios p y la desviacién estandar de los servicios o
, un modelo M/G/1 Con condicién de operacién FIR, las llegadas aleatorias a la pista son de 24 a la hora, mientras que el tiempo de servicio definido por separacién de llegadas es de 120 segundos con una desviacién estandar de 20 segundos. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 76 Tasa de llegadas 24 aviones/horal =

Tiempo medio entre llegadas consecutivas 1 = A Tiempo medio de servicio 1 = px 1 120 1 Tasa de servicio 30 aviones/hora 60 60 30 = = -1 = px 20 1 20 segundos horas 60 60 180 0 = = = En la préactica, con control radar, cuando la poblacién de aviones es homogénea se espera un valor bajo de la desviacion estéandar (30-

40 segundos), con una poblaciéon de aviones no homogénea el valor de la desviacion estandar es 60 segundos.= Factor de utilizacién: 24 0,8 30 A p = = = 1 En la practica cuando el factor de utilizacién p se aproxima a 0,85 es necesario aumentar la capacidad del sistema. Numero de avionesencola 222222 q24(1/180)0,8L 1,644 2(1)2(1
0,8) A0 + p + = = = —p — Numero medio de aviones en sistema s qL L 1,644 0,8 2,444 A = + = + = p Numero medio de aviones en servicio qsL L L 1,644 2,444 4= + = + = Tiempo medio de aviones en cola qq L 1,644 W 0,0685 horas 4,11 minutos 24 ====A[]1[12222qq(1/)24(1/180)(1/30)LW 4,11 minutos21 (/)21 (24/30) |' ] [
Tho+n+| H | |====2A—-2Ap - Tiempo medio aviones en sistema ss x L 2,444 W (60) 6,11 minutos 24 = = = ) Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 77 Las llegadas aleatorias de pasajeros-hora a la pista (demanda A ) y la capacidad terminal ( )p son: 1500 0 t 1 hora 500 t 1 hora < | 1000 t 2 horas 1500 t 2 horas

<[ p =4 > El factor de utilizacién 1 A p = >, la demanda es mayor que la capacidad, por lo que es necesario utilizar un modelo deterministico de teoria de colas. Estado de la cola: ttttO L ()dt= A —puf En la practica, tt1ttL L ()t—= + A — p A se estima con facilidad en una hoja de célculo. tL. nimero de unidades en la cola en un instante t=
t funcién de demanda (entidades por unidad de tiempo)A = t capacidad del sistema (entidades por unidad de tiempo)pn = Utilizando una hoja de calculo (Excel) se tiene: Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 80 SERIES Y REDES DE COLAS Hasta este momento los clientes demandaban del sistema una sola operacién de

servicio, por tanto, los sistemas eran de un Unico nodo, donde podria haber varios servidores idénticos paralelos. En un sistema de colas interesan sistemas con multiples nodos en los que el cliente requiere servicios en mas de un nodo. Una situacién en la que los clientes pueden entrar al sistema por varios nodos,

hacer cola para ser servidos y salir de un nodo dado para entrar en otro y recibir un servicio adicional o para abondar el sistema. Los clientes no entran y salen del sistema necesariamente por los mismos nodos, tampoco siguen el mismo camino una vez en el sistema, pueden regresar a nodos

previamente visitados y saltarse algunos nodos e incluso permanecer en el sistema para siempre. Una Red de colas es un sistema donde existen varias colas, un conjunto de nodos interrelacionados funcionando asincrénica (entradas y salidas de clientes sin sincronizar) y simultdneamente.

Se trata, por tanto, de un grafo orientado en el que se pueden producir transacciones de clientes que salen servidos de un nodo hacia otro. La forma mas habitual para modelizar el modo en el que los clientes servidos en un nodo se dirijan a otro, es considerado que lo hacen de acuerdo con una distribucién discreta.

En teoria de colas, se entiende por nodo un subsistema que conforma una red de colas, este subsistema a su vez es también un sistema de colas, pudiendo ser compuesto por cualquiera de los modelos tratados anteriormente. Un grafo orientado se define como un conjunto de nodos enlazados de forma direccional.

En la figura se muestra una red de formada por cuatro nodos, cada uno de ellos con su propio sistema de colas. ASESORIA EMPRESARIAL COMO RED DE COLAS: Los clientes llegan y esperan a ser atendidos por el servicio de recepcién, desde alli son derivados al servicio solicitado

(contable, fiscal, etc.), alli esperan la cola correspondiente y una vez que son atendidos, tienen que hacer cola en un servicio de gestién de cobros. Una red de colas es un sistema donde existen varias colas, los clientes van fluyendo de una cola a otra. Para decidir a qué cola se dirige un cliente que acaba de salir de una cola hay dos tipos de criterios:
Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 81 ¢ Probabilistico: Se elige una ruta u otra en funcién de una probabilidad, pudiendo haber distintos tipos de clientes con distintas probabilidades. ¢ Determinista: Cada clase de cliente se dirige a una cola fija. La teoria de Redes de colas contempla dos modelos:

a) Redes abiertas: Los clientes pueden entrar y salir del sistema. Hay dos clases: * Aciclicas: Un cliente nunca puede volver a la misma cola. * Ciclicas: Cuando hay bucles en la red. b) Redes cerradas: No entran nuevos clientes y los clientes existentes nunca salen, esto es, el numero de clientes es constante en el tiempo, como puede ser la
reparacion de maquinas. Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 82 SISTEMA DE COLAS TANDEM También denominado sistema secuencial o en serie. En un sistema de colas tdndem un cliente debe visitar diversos servidores antes de completar el servicio requerido. Se utiliza para casos en los que el cliente llega de

acuedo al proceso de Poisson y el tiempo de atencion se distribuye exponencialmente en cada estacion. Se considera un ejemplo en el que los clientes llegan segin un proceso de Poisson de parametro A , y pasan sucesivamente por dos colas en serie, respectivamente, con tasas de servicio 1p y 2p ¢

El nimero de clientes de cada uno de los servidores es independiente del otro. ¢ Los tiempos de espera de un cliente en cada cola no son independientes. ¢ Los tiempos totales de espera (cola + servicio) son independientes. El estado del sistema es un par (n,m) conn clientes en el nodo 1 y m clientes en el nodo 2.

Las ecuaciones del balance o de equilibrio (tasa de entrada debe de ser igual a la de salida), nO,m 0> >, son: 20,10,0n1,02n,11n,0 (0,0)rr (n, 0) Estado Tasa entrada Tasasalidarr()r —P=2AA4+p=2A4+p=11m120ml120mnimlinlmil12nm1ll12nm
Om)rr()r (mm)rrr()r—+-+—-+p+p=A+pd+p+pu=A+p+pcon nmnmrl=y. Sea n, 00,mr probabilidad de clientes en el nodo 1 r probabilidad de clientes en el nodo 2 = [{ = nm Elnodo 1 es un modelo de cola M/M/1 y, por el teorema de Burke, el nodo 2
también es un modelo de cola M/M/1. En consecuencia, nmn, 00m 1 122r1r1{\(\(\(Y2A2a2a2=—==—| || || || [munwu\l )\ )\ )\ )Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 85 Una empresa de ITV en una localidad dispone de una superficie que consta de

tres partes: Una caseta donde los clientes entregan la documentacion del vehiculo y realizan el pago de tasas, con un espacio fisico para un maximo de quince vehiculos. Una nave formada por dos circuitos (equipamiento y personal técnico) para revisar los vehiculos, con una tasa de servicio medio de 45 clientes /hora. Una oficina con
dos puestos donde los conductores recogen la documentacion y la ficha de la inspeccién técnica. Acude a la nave una media de 57 clientes/hora, un mayor nimero de vehiculos colapsaria el trabajo de la caseta, cuyo empleado atiende a un ritmo medio de 1 cliente/minuto; mientras que un oficinista tarda una media de 2 minutos/cliente.
Las llegadas siguen una Poisson y el tiempo de servicio exponencialmente. Se pide: a) Longitud media de la cola de vehiculos que habiendo pagado las tasas se encuentran esperando a la entrada de la nave. b) Tiempo medio que un cliente pasa en la oficina. c) Tiempo medio que un cliente se encuentra en la ITV

d) Para agilizar el proceso la empresa estudia la posibilidad de ampliar el nimero de servidores en la caseta o en la oficina. Suponiendo que el coste de ampliacién en uno u otro lugar fuera equivalente, ¢qué criterio seria mas acertado para que el tiempo de servicio del sistema fuera menor? Solucioén:

a) La empresa de ITV se puede modelizar como una red de colas en tdndem con tres nodos (subsistemas), el nodo 1 un modelo de cola M/M/1 y los nodos 2 y 3 un modelo de cola M/M/2 Nodo 1: 11 11 cliente/minuto s 1A 1 = = Nodo 2: 2s 2= 2 257 clientes/h 0,95 clientes/minuto 45 clientes/h 0,75 clientes/minutoh = = p = = Nodo 3: 3s2=3331
0,95 clientes/minuto 2 minutos/cliente 0,5 cliente/minutoA = = — n = n Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 86 Numero promedio de clientes en cola 2: 2522 q20222221Lps!(1)(\Ap=]| |n - p\ ) Factor de utilizacién o intensidad tréfico: 2222 0,950,6331s.2.0,75Ap === <7 conlo

que el nodo (subsistema) no se satura, existe un estado estacionario. Utilizacién promedio del nodo (subsistema) 2: 2s2 2 0,95u 1,267 0,75 A = = = 11 Probabilidad de que ningun cliente se encuentre enlacola2:202s11nsn22222222222n0n011p(/)(/)s.(1,267)(1,267)2.0,75n!s!s.n!22.0,750,95 —===== ( \ ( \)\ HApp
++4 || m=-2-\))3> 10,2241 1,267 2,189 = = + + por tanto, 2q2 2xxx 1 0,633 L. 1,267 0,224 0,845 clientes 2 (1 0,633) = = — Numero promedio de clientes en el nodo 2 (cola + servicio): 2s2 q2 2 LLA =+ p2s2q22 0,95 L L 0,845 2,112 clientes 0,75 A = + = + = p b) Tiempo promedio de estancia en nodo 3 (cola + servicio): 3s3 q3
3 L LA =+ p Factor de utilizacion o intensidad trafico oficina: 3333 0,950,951s.2.0,5Ap === <1 conlo que la oficina (subsistema) no se satura, existe un estado estacionario. En la practica cuando el factor de utilizaciéon p se aproxima a 0,85 es necesario aumentar la capacidad del sistema (nimero servidores).

Utilizacién promedio de la oficina: 3s3 3 0,95 u 1,9 0,5 A = = = 11 Probabilidad de que ningtn cliente se encuentre en la cola de la oficina: Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 87031n2n011p0,02611,936,1(1,9)(1,9)2.0,5n!22.0,50,95====+ +( | +| |-\ /3 Numero promedio de clientes en cola de la oficina: 3s 23 3 q3
0322333xxx110,95Lp1,90,026 17,833 clientess! (1) 2 (1 0,95) { \}x p== =| |p -p —\ } Numero promedio de clientes en el sistema de la oficina: 3 s3 q3 30,95 L L. 17,833 19,733 clientes 0,5 A = + = + = 1 Tiempo promedio de estancia en el sistema de la oficina (cola + servicio): s3s3 3 L 19,733 W 20,771 minutos 0,95 = = =

c) El tiempo medio de un cliente en la ITV es la suma de los tiempos medios en los tres nodos (subsistemas): 3isii1l WW = =3 ¢ Tiempo promedio de estancia en nodo 1 (cola + servicio): s1 111 1 W 20minutos 1 0,95 = = = 1 — A — La intensidad tréafico de la caseta: 11 10,950,951 1 A p == = < 1 En la practica cuando el factor de utilizacién p
se aproxima a 0,85 es necesario aumentar la capacidad del sistema (nimero servidores). * Tiempo promedio de estancia en nodo 2 (cola + servicio): s2 s2 2 L. 2,112 W 2,223 minutos 0,95 = = = A « Tiempo promedio de estancia en nodo 3 (cola + servicio): s3W 20,771 minutos=3isiil1l WW 20 2,223 20,771 43 minutos = = = + + =3

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 90 REDES DE JACKSON ABIERTAS Son redes con k nodos que contemplan la posibilidad de entrada de clientes desde el exterior. Las redes abiertas verifican tres propiedades: a) La llegada de clientes al nodo i desde fuera del sistema sigue un proceso de Poisson de pardmetro o tasa iA

. También pueden llegar clientes al nodo i desde otros nodos de dentro de la red. b) Cada nodo i consiste en is servidores, cada uno con tiempo de servicio exponencial de parametro ip c) El cliente una vez servido en el nodo i pasa (instantdneamente) a nodo jj 1, 2, ..., k= con probabilidad ijr o abandona la red con probabilidad iOr

Dado que el flujo total de entrada a unnodoi (i1, 2, ..., k)= debe ser igual al flujo total de salida del nodo, se obtiene las denominadas ecuaciones de trafico o ecuaciones de equilibrio: kiijjijlr=A =2+ AJ Las ecuaciones de los iA son intuitivas: iA es la tasa de llegadas al nodo i desde

fuera del sistema, y jA es la tasa de la que los clientes salen del nodo j. La tasa de entrada debe de ser igual a la de salida. j jirA = Tasa de llegada al nodo i de clientes que salen del nodo j Las k ecuaciones anteriores forman un sistema lineal con solucién tnica, que se resuelve para hallar las tasas de llegada a cada nodo iA

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS 91 En forma matricial ()rA =2+ A: 111121112212222212AMA N[ \X(N(YL LT b Iaaal [V L=+ 0001 IAaAU)U )\ ) JkkkkkkkkkrrrrrrrrrLasolucién 1(Ir)—A = — A proporciona las tasas totales de llegada a cada subsistema

(venga de fuera o de otro nodo). El teorema de Jackson indica que las redes con realimentacién son tales que los nodos se comportan como si fueran alimentados totalmente por llegadas de Poisson, aunque en realidad no sea asi. Las probabilidades estacionarias en cada nodo son las de un modelo M/M/s,

incluso aunque el modelo no sea un modelo M/M/s. Los estados in de los nodos individuales son variables aleatorias independientes. Para que ninguna de las colas del sistema se sature, es preciso que se cumpla la condicién: iiiiilil,2,...,ksAp=p <V =y condicién de no saturaciéon del modelo M|M|s, aplicada a cada uno de los nodos

por separado. La probabilidad de que en el estado estacionario haya 1n clientes en el nodo 1, 2nclientesenelnodo 2, ... ,il2rkninn..n0Oiiiilrppam)== iiiiiiiOiii(ns)kniiiiiifiiiiln!nspra(n)lssnsrpan)—=
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