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Ejercicios	resueltos	teoria	de	colas	multiples	servidores

Problemas	Teoria	de	Colas	Problemas	Teoria	de	Colas	Teoria	de	Colas-problemas	Resueltos-09082015(3)	Problemas	Teoria	de	Colas[1]	Problemas	de	Colas	Resueltos	Con	POM	3	Problemas	Resueltos	Teoria	de	Grafos	Problemas	de	Colas	Resueltos	Con	POM	3	Guia	Problemas	Teoria	de	Colas	02	2011	Teoria	de	Colas	-Ejercicio	simbologia	teoria	de
colas	TEORIA-DE-COLAS-FOTOCOPIADORA.docx	Semaforos-teoria	de	Colas	Loading	PreviewSorry,	preview	is	currently	unavailable.	You	can	download	the	paper	by	clicking	the	button	above.	TEORÍA	DE	COLAS	Elementos	básicos	de	los	sistemas	de	colas.	Patrones	de	servicio	y	llegadas.	Análisis	de	sistemas	de	colas	simples.	Procesos	de	llegada
poissonianos.	Procesos	de	nacimiento	y	muerte.	Formulación	del	problema.	Portal	Estadística	Aplicada:	TEORÍA	DE	COLAS	2	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		5	PROCESO	BÁSICO	DE	COLAS	Cola	(Zona	de	espera):	En	todo	sistema	los	flujos	de	entrada	y	salida	no	están
sincronizados.	La	cola	es	una	acumulación	de	clientes	(personas,	productos,	objetos)	que	están	a	la	espera	de	ser	servidos.	Una	cola	puede	evitarse:	(a)	Tasa	media	de	llegadas			Capacidad	de	servicio<	(b)	Cuando	se	tiene	un	control	sobre	la	dispersión	de	los	tiempos	de	llegadas	y	la	de	los	tiempos	de	servicio.
Básicamente	la	mayoría	de	los	modelos	de	colas	consiste:	Los	clientes	que	requieren	un	servicio	se	generan	en	el	tiempo	en	una	fuente	de	llegada,	después	entran	al	sistema	y	se	unen	a	una	cola.	En	determinado	momento	se	selecciona	a	un	cliente	de	la	cola	para	proporcionarle
el	servicio	mediante	alguna	regla	conocida	como	disciplina	de	la	cola.	Se	lleva	a	cabo	el	servicio	que	el	cliente	requiere	mediante	un	mecanismo	de	servicio,	y	después	el	cliente	sale	del	sistema	de	colas.	•	En	el	sistema	se	puede	actuar	en	las	siguientes	características:	(a)		Ley	que	rige	las	llegadas.	(b)		Disciplina	de	la	cola.
(c)		Ley	que	determina	el	servicio	(elección	entre	tipo	y	número	de	canales).	Consideracions	sobre	los	sistemas:	(a)		Cuando	hay	varios	canales	en	paralelo	es	conveniente	mantener	una	cola	única.	(b)		Cuando	hay	tiempos	de	servicios	muy	dispares	para	los	diferentes	clientes	que	forman	la	cola	conviene	establecer	canales	separados.
(c)		Si	la	cola	aumenta	hasta	cierto	limite	conviene	aumentar	la	capacidad	de	los	canales.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		6	•	Con	relación	a	la	disciplina	de	la	cola	hay	que	considerar:	(a)		Llegadas	individuales	o	en	grupos.	(b)		Dependencia	del	múmero	de	clientes	que	pretenden	incorporarse	al	sistema	en
función	del	número	de	clientes	que	se	encuentran	en	el	mismo.	(c)		Disuasión	de	los	clientes	que	pretenden	incorporarse	al	sistema	en	función	de	la	longitud	de	la	cola	(con	una	cierta	probabilidad).	•	En	relación	con	el	servicio	hay	que	considerar:	(a)		Ley	de	servicio	única	a	lo	largo	del	tiempo	y	para	todos	los	clientes.
(b)		Ley	de	servicio	variable	en	función	del	tipo	de	cliente	y	longitud	de	la	cola.	TIPOS	DE	SISTEMAS	DE	COLAS	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		7	CARACTERÍSTICAS	DE	LOS	SISTEMAS	DE	COLAS	Un	sistema	de	colas	se	describe	adecuadamente	con	seis	característica:	•	Fuente	de	llegada	de	clientes.	•
Patrón	de	servicio	de	servidores.	•	Disciplina	de	cola.	•	Capacidad	del	sistema.	•	Número	de	canales	de	servicio.	•	Número	de	etapas	de	servicio.	Fuente	de	llegada	de	clientes:		En	situaciones	de	colas	habituales,	la	llegada	de	clientes	es	estocástica,	esto	es,	depende	de	una	variable	aleatoria,	con	lo	que	se
necesita	conocer	la	distribución	probabilística	entre	dos	llegadas	sucesivas	de	clientes.	La	fuente	de	llegada	puede	variar	con	el	tiempo,	cuando	se	mantiene	constante	se	dice	estacionaria,	si	varía	(por	ejemplo,	con	las	horas	del	día)	se	llama	no‐estacionaria.	Pueden	contemplarse	distintas	situaciones:	Clientes	que	llegan	independiente	o
simultáneamente	(llegan	lotes),	en	este	último	caso	hay	que	definir	su	distribución	probabilística.		Clientes	que	abandonan	la	cola	por	ser	demasiado	larga	o	que	tras	esperar	mucho	abandonan.	El	supuesto	normal,	para	un	modelo	básico	de	colas,	es	que	la	llegada	de	clientes
hasta	un	momento	específico	sigue	una	distribución	de	Poisson,	aunque	no	sea	la	única	distribución	que	puede	considerarse.	Patrón	de	servicio	de	servidores:	Pueden	presentar	un	tiempo	de	servicio	variable,	en	cuyo	caso	hay	que	asociar	una	función	de	probabilidad.	Pueden	atender	en	lotes	o	de	modo	individual.
El	tiempo	de	servicio	puede	variar	con	el	número	de	clientes	en	la	cola,	trabajando	más	rápido	o	más	lento,	en	este	caso	se	conoce	como	patrones	de	servicio	dependientes.		El	patrón	de	servicio	puede	ser	no‐estacionario	variando	con	el	tiempo	transcurrido.	Disciplina	de	cola:	Es	la	regla	en	el	orden	que	se	van	a	seleccionar	los	clientes	que	se
encuentran	a	la	espera	de	ser	atendidos	en	la	cola,	existen	varias	reglas,	entre	las	más	comunes	se	pueden	encontrar:	♠		FIFO	(first	in	first	out):	Se	atiende	al	cliente	en	el	orden	que	llegan	a	la	cola,	el	primero	en	llegar	será	el	primero	en	ser	atendido.	En	los	modelos	básicos	de	colas
se	supone	como	normal	la	disciplina	de	primero	en	entrar,	primero	en	salir,	a	menos	que	se	establezca	de	otra	manera.	♠		LIFO	(last	in	first	out):	Consiste	en	atender	primero	al	que	ha	llegado	de	último,	también	se	le	conoce	como	'pila'.	♠		RSS	(random	selection	of	service):	Se	selecciona	a	los	clientes	de	una	cola	de
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		10	decir,		n	t	t	n	0	(	t)	p	(t)	e	p	(t)	e	n!	−	λ	−	λλ=	⇔	=	♦	La	distribución	exponencial	tiene	amnesia:	La	probabilidad	de	que	falten	t	unidades	para	que	llegue	el	siguiente	cliente	es	independiente	de	cuanto	tiempo	transcurra	sin	que	llegue	ningún	cliente:			(	)r	0	r	1	0P	T	1	T	t	P	(0	T	t	t	)≤	≥	=	≤	≤	−	♦
El	número	de	llegadas	en	intervalos	de	tiempo	no	superpuestos	es	estadísticamente	independiente.	♦	La	probabilidad	de	que	una	llegada	ocurra	en	el	tiempo	t	y		(t	t)+	Δ		es		t	o(	t)λ	+	Δ	donde			tasa	de	llegadaλ	≡		y		o(	t)Δ		verifica	que		t	0	o(	t)	lim	0	tΔ	→	Δ	=	Δ		,	donde	o(	t)Δ		se	puede	tomar	como	la	probabilidad	de	que	llegue	más	de	un	cliente.	♦
La	distribución	del	número	de	llegadas	en	intervalos	de	tiempo	iguales	es	equivalente		n	[t	s]	n	(	[t	s])	p	(t	s)	e	t	s	,	t,s	0	n!	−	λ	−λ	−−	=	∀	>	≥	♦	Si	el	proceso	de	llegada	sigue	una	distribución	de	Poisson	P(	)λ	,	los	tiempos	de	llegada	son	aleatorios	con	una	función	de	probabilidad	uniforme	sobre	el	período	analizado:			(	)T	1	2	k	k	k!	f	t	,	t	,	...	,	t	k
	llegadas	en	[0,T]	T	=	♦	λ		puede	variar	con	el	tiempo,	con	lo	que			(	)nm(t)	n	m(t)	p	(t)	e	n!	−=		donde	t	0	m(t)	(s)	ds=	λ∫	♦	Llegadas	múltiples:	En	cada	evento	de	llegada	aparecen	i	clientes,	siendo	n	i	i	1=	λ	=	λ∑	OTRAS	DISTRIBUCIONES	DE	PROBABILIDAD	TIPO	DISCRETO:
BERNOUILI:		Si	la	probabilidad	de	cada	ocurrencia	es	diferente,	la	más	sencilla	es	la	distribución	de	Bernouilli	donde	la	variable	sólo	puede	tomar	dos	valores	excluyentes	(verdadero,	falso)	con	cierta	probabilidad	p		de	que	ocurra	un	suceso	(suele	denominarse	éxito)		y	una	probailidad	q	1	p=	−		de	que	ocurra	el	suceso
contrario	(fracaso).		La	media	de	una	distribución	de	Bernouilli	es	p	y	la	varianza	pq	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		11	BINOMIAL:		La	distribución	Binomial,	se	denota	B(n,p)	,	representa	la	probabilidad	de	obtener	k	éxitos	con	probabilidad	p,	a	partir	de	n	intentos.	En	consecuencia,	es
la	suma	de	n	pruebas	de	Bernouilli.		La	media	de	una	distribución	binomial	es	np		y	la	varianza	npq		,	siendo	p	q	1+	=	GEOMÉTRICA:		La	distribución	Geométrica,	se	denota	G(p)	,	representa	la	probabilidad	de	obtener	la	primera	ocurrencia	de	un	suceso	en	n	pruebas	o	ensayos.		La	función	de	cuantía	es		n	1P(X	n)	q	p−=	=		,	la	media	es		X	1	/	pμ	=
	y	la	varianza		2	2X	q	/pσ	=		siendo	p	q	1+	=	BINOMIAL	NEGATIVA:		La	distribución	Binomial	negativa,	se	denota	por	BN(n,	p)	,	representa	el	número	de	pruebas	en	las	que	aparece	un	suceso	hasta	la	n‐ésima	aparición	del	suceso	contrario.	Es	un	modelo	adecuado	para	tratar	aquellos
procesos	en	los	que	se	repite	un	determinado	ensayo	o	prueba	independiente,	con	resultados	excluyentes,		hasta	conseguir	un	número	determinado	de	resultados	favorables	(por	vez	primera).	La	función	de	cuantía	es		n	k	n	k	1	P(X	k)	p	q	k	+	−⎛	⎞	=	=	⎜	⎟	⎝	⎠	La	media	de	una	distribución	Binomial	negativa	es		(nq	/p)		y	la	varianza		2nq	/p
Una	distribución	Binomial	negativa	BN(1,	p)		es	una	distribución	geométrica.	OTRAS	DISTRIBUCIONES	DE	PROBABILIDAD	TIPO	CONTINUO:	ERLANG:		Es	una	distribución	de	probabilidad	continua	de	parámetros	k	y	λ	,	suma	de	k		variables	aleatorias	independientes	exponenciales	de	parámetro	λ	,	cuya	función	de	densidad	es		k	1	x(	x)f(x)	e	(k	1)!	−
−λλ=	λ	−			x,	0∀	λ	>	La	distribución	de	Erlang	es	el	equivalente	de	la	distribución	Gamma	con	el	parámetro	k	1,	2,	...=			y			1	/λ	=	θ	.		Para	k	1=		es	la	distribución	Exponencial.	Para	describir	el	tiempo	de	espera	hasta	el	suceso	número	k	en	un	proceso	de	Poisson		se	toma	la	distribución	de	Erlang	con	un	parámetro		1	θ	=	λ	2	k	k	E(X)	V(X)=	=	λ	λ
WEIBULL:		La	distribución	de	Weibull	se	utiliza	habitualmente	para	describir	el	tiempo	que	transcurre	entre	dos	averías	consecutivas	de	la	misma	máquina.	El	modelo	Weibull	generaliza	al	modelo	exponencial.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		12	La	media	de	una	distribución	de	Weibull	es		1	E(T)	n	1	⎛	⎞	=	Γ	+⎜	⎟β⎝	⎠		,	la	varianza	2	2	T
2	1	1	1	⎡	⎤⎛	⎞	⎛	⎞	σ	=	η	Γ	+	−	Γ	+⎢	⎥⎜	⎟	⎜	⎟β	β⎝	⎠	⎝	⎠⎢	⎥⎣	⎦		y		la	función	de	fiabilidad	es		(t	/	)R(t)	e	β−	η=	La	función	de	densidad	y	función	de	distribución	son:	1	(t	/	)	(t	/	)tf(t)	e	F(t)	1	e	t	0	,	0	y	0	β	β	β	−	−	η	−	η⎛	⎞β=	=	−	≥	β	>	η>⎜	⎟η	η⎝	⎠	denotando			parámetro	de	escalaη≡		y				parámetro	de	formaβ	≡	(	)p	1	x	0	Gamma			(p)	x	e	dx	(p)	(p	1)!	1	/	2	(p)	(1	p)
senp	∞	−	−	πΓ	=	Γ	=	−	Γ	=	π	Γ	Γ	−	=	π∫	p	11	p	1	q	1	p	q	0	0	(p)	(q)	t	Beta			(p	,	q)	x	(1	x)	dx	(p,	q)	(q,	p)	(p	,	q)	dt	(p	q)	(1	t)	−∞	−	−	+	Γ	Γ	β	=	−	β	=	β	=	β	=	Γ	+	+∫	∫	LOG‐NORMAL:		La	distribución	Log‐Normal	se	utiliza	para	describir	el	tiempo	que	se	utiliza	para	la	reparación	de	máquinas.	Una	variable	X	se	dice	que	tiene	una	distribución	log‐
Normal	si	los	logaritmos	neperianos	de	sus	valores	están	normalmente	distribuidos,	es	decir,	si	la	variable		LnXη=		es	N(	,	)μ	σ	La	función	de	densidad		es:			2	2	(Lnx	)1	21f(x)	e	x	0	x	2	−	μ	−	σ=	>	σ	π	La	media	y	varianza	son:				2	2	2/2	2	2	22	X	Xe	e	e	μ	+	σ	μ	+	σ	μ	+	σμ	=	σ	=	−	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		15
Diagrama	de	tasas	del	proceso	de	nacimiento	y	muerte	Ecuaciones	del	balance	o	de	equilibrio:	0	1	1	0	0	1	0	1	n	0	:	p	p	p	p	λ	=	μ	=	λ	→	=	μ	0	1	0	0	2	2	1	1	1	1	2	0	1	2	n	1:	p	p	p	p	p	p	λ	λ	=	λ	+	μ	=	λ	+	μ	→	=	μ	μ	0	1	2	1	1	3	3	2	2	2	2	3	0	1	2	3	n	2	:	p	p	p	p	p	p	λ	λ	λ	=	λ	+	μ	=	λ	+	μ	→	=	μ	μ	μ	por	recurrencia,		0	1	2	n	1n	0	n	n	01	2	3	n	...	p	p	p	1	...	∞	−	=	λ
λ	λ	λ	=	=	μ	μ	μ	μ	∑	n	1	2	1	0	0	0	n	1	1	0	n	1	1	0n	0	n	3	2	1	n	0	n	1n	2	1	n	2	1	1	1	p	1	p	1	∞	−	∞	∞	−	−=	=	=	λ	λ	λ	λ	=	→	=	=λ	λ	λ	λ	λ	λμ	μ	μ	μ	+	μ	μ	μ	μ	μ	μ	∑	∑	∑	El	procedimiento	para	resolver	estas	ecuaciones	no	es	otro	que	despejar	todas	las	variables	en	términos	de	una	de	ellas,	siendo	la	más	conveniente		0p	.
Para	simplificar	la	notación	se	denota	por			nC			al	multiplicador	de		0p	:	n	1	n	2	1	0	n	n	n	1	2	1	C	−	−	−	λ	λ	λ	λ	=	μ	μ	μ	μ	Para	n	0=		se	define		nC	1=	La	expresión	de	la	probabilidad	de	estado	estable	es:			n	n	0xp	C	p=	n	n	0	0	n	0	n	0	n	n	0	x	1	p	1	c	p	1	p	c	∞	∞	∞	=	=	=	⎛	⎞	=	→	=	⇒	=⎜	⎟⎜	⎟	⎝	⎠	∑	∑	∑
Estos	resultados	son	de	estado	estable	pues	al	aplicar	el	limite	cuando	t	tiende	a	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		16	infinito	hay	el	mayor	alejamiento	del	momento	inicial	y	se	desarrollan	bajo	el	supuesto	de	que	los	parámetros		nλ		y		nμ	tienen	valores	con	los	cuales	el	proceso	puede	alcanzar	la	condición	de	estado	estable.
	En	un	puesto	del	mercado	se	compran	y	venden	mentiras,	los	clientes	entran	según	un	proceso	de	Poisson	de	tasa	4	clientes/minuto		y		la	permanencia	en	el	puesto	es	un	tiempo	exponencial	con	un	tiempo	medio	de	10	minutos.	Suponiendo	que	la	capacidad	del	puesto	es	infinita	para	recibir	a	clientes,	se	solicita:	a)		Probabilidades	de	equilibrio
b)		Número	medio	de	clientes	en	el	puesto	del	mercado	Solución:	a)		Sea	X(t)≡Número	de	personas	en	el	mercado	en	el	instante	t	{	}X(t)	,	t	0≥	es	un	proceso	de	nacimiento	y	muerte	Tasas	de	entrada	(nacimientos):		j	4	j	0λ	=	∀	≥			clientes/minuto	Tasas	de	salida	(muertes):		j	x	1	j	j	0	10	⎛	⎞μ	=	∀	≥⎜	⎟	⎝	⎠			clientes/minuto
Ecuaciones	de	balance	o	equilibrio:		n	1	n	1	n	1	n	1	n	n	n	np	p	p	p−	−	+	+λ	+	μ	=	λ	+	μ	0	1	1	0	0	1	0	0	0	1	4	n	0	:	p	p	p	p	p	40	p	1	/10	λ	=	μ	=	λ	→	=	=	=	μ	2	20	1	2	0	0	0	0	1	2	x	x	4	4	1	1	p	p	p	40	p	40	p	1	2	2	2!	10	10	λ	λ	=	=	=	=	μ	μ	3	30	1	2	3	0	0	0	0	1	2	3	x	x	x	x	4	4	4	1	1	p	p	p	40	p	40	p	1	2	3	6	3!	10	10	10	λ	λ	λ	=	=	=	=	μ	μ	μ	por	recurrencia,		nn	0	1
p	40	p	n	1	n!	=	∀	≥	40n	n	0	0	n	nn	0	n	0	n	0	n	1	1	1	1	p	40	p	1	p	e	1	1n!	40	1	40	n!	n!	∞	∞	−	∞	∞	=	=	=	=	=	=	→	=	=	=	+	∑	∑	∑	∑	Se	considera	el	desarrollo	de	Taylor		2	n	x	x	x	xe	1	1!	2!	n!	=	+	+	+	+	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		17	2	n	40	n	40	n	0	40	40	40	1	e	1	40	e	1!	2!	n!	n!	∞	=	=	+	+	+	+	→	=∑	Finalmente,		n	40n	n	0	1	40	p
40	p	e	n	0	distribución	de	Poisson	P(	40)	n!	n!	−=	=	≥	→	λ	=	b)		El	número	medio	de	clientes	en	el	mercado:	n	40	40	n	n	0	n	1	40	L	np	n	e	e	n	n!	∞	∞	−	−	=	=	⎛	⎞	=	=	=⎜	⎟	⎝	⎠	∑	∑	n40	n	n	1	40	n	1	n	1	40	40	e	(n	1)!(n	1)!	−∞	∞	−	=	=	=	=	−−∑	∑				n	1	k	40	40	40	40	n	1	k	0	40	40	40	e	40	e	40	e	e	40	(n	1)!	k!	−∞	∞	−	−	−	=	=	=	=	=	=	−∑	∑
En	una	oficina	bancaria	rural	un	empleado	atiende	a	los	clientes	que	llegan	según	porceso	de	Poisson	de	parámetro	λ	.	Los	clientes	son	reacios	a	esperar	demasiado	tiempo,	de	modo	que	si	hay	k		personas	esperando	a	ser	atendidas	con	probabilidad	q(k)		se	quedan	en	otro	caso	se	van.		Una	vez	que	entran	en	la	cola
esperan	independientemente	según	su	paciencia	o	abandonan	un	tiempo	exponencial	de	tasa	φ	.	Por	otra	parte,	el	tiempo	de	servicio	del	empleado	es	exponencial	de	tasa	μ	.	Se	quiere	modelar	el	número	de	personas	en	la	cola	como	un	proceso	de	nacimiento	y	muerte,	calulando	tasas	y	probabilidades	de	la	variable	estado.	Solución:	X(t)
Número	de	personas	en	la	cola	de	espera≡	Los	clientes	llegan	a	la	cola	(nacimientos)	según	una	distribución	de	Poisson	de	parámetro		q(k)λ	Los	clientes	salen	atendidos	(muertes)	con	distribución	de	Poisson	de	tasa	μ		o	por	impaciencia	con	distribución	de	Poisson	de	tasa	φ	Suponiendo	que	la	variable	X(t)		se	comporta	como	una	cadena	de	Markov	de
tiempo	continuo,	las	probabilidades	de	transición	se	rigen	por	la	ecuación:	ij	ik	k	kj	j	ij	k	j	dp	(t)	p	(t)	p	p	(t)	dt	≠	=	υ	−	υ∑					donde			k	j	Tasa	de	salida	del	estado	k	Tasa	de	salida	del	estado	j	υ	≡⎧	⎨υ	≡⎩	Se	supone	que	existe	una	distribución	estacionaria,	basta	con	imponer	que	las	tasas	de	muerte	sean	mayores	que	las	taas	de	nacimiento.
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		20	Ecuaciones	de	balance	o	de	equilibrio:	1	1	1	1	10	1	1	1	0	0	1	0	0	1	1	N	0	:	p	p	p	p	p	⎛	⎞λ	λ	=	μ	=	λ	→	=	=	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	2	1	1	1	1	1	1	10	1	1	0	0	2	2	1	1	1	1	2	0	0	1	2	1	N	1:	p	p	p	p	p	p	p	⎛	⎞λ	λ	λ	=	λ	+	μ	=	λ	+	μ	→	=	=	⎜	⎟μ	μ	μ⎝	⎠	3	1	1	1	1	1	1	10	1	2	1	1	1	3	3	2	2	2	2	3	0	0	1	2	3	1	N	2	:	p	p	p	p	p	p	p	⎛	⎞λ	λ	λ	λ
=	λ	+	μ	=	λ	+	μ	→	=	=	⎜	⎟μ	μ	μ	μ⎝	⎠	por	recurrencia,		N	1	1	11	N	0	0	k	1	1	k	1	1	1	p	p	p	1	∞	=	⎛	⎞λ	=	→	=⎜	⎟μ	⎛	⎞⎝	⎠	λ	+	⎜	⎟μ⎝	⎠	∑	Variable		2X	(t)	:	Tasa	de	nacimiento		2j	X	N	0	X	N	λ		t:		(1	)	tqP(W	t)	e	t	0	−μ	−	ρ>	=	ρ	>	Probabilidad	de	tiempo	de	estancia	en	el	sistema	>	t:		(1	)	tsP(W	t)	e	t	0	−μ	−	ρ>	=	>
		En	el	mostrador	de	facturación	de	una	aerolínea	llega	un	promedio	de	45	clientes	por	hora,	cuando	su	capacidad	media	es	de	60	clientes	por	hora.	Si	un	cliente	espera	una	media	de	3	minutos	en	la	cola,	se	pide:	a)		Tiempo	medio	que	un	cliente	pasa	en	la	facturación.	b)		Número	medio	de	clientes	en	la	cola.
c)		Número	medio	de	clientes	en	el	sistema	en	un	momento	dado.	Solución:	a)		La	información	de	la	que	se	dispone	es:	Media	de	llegada	de	clientes:			45	clientes/hora	45	/	60	0,75	clientes	/minutosλ	=	=	=	Media	de	servicio	a	clientes:			60	clientes/hora	60	/	60	1	clientes	/minutosμ	=	=	=	qTiempo	promedio	de	espera	en	la	cola:		W	3	minutos=
El	tiempo	promedio	que	un	cliente	pase	en	el	sistema		s	q	1	W	W=	+	μ			es:	s	1	W	3	4minutos	1	=	+	=		(3	minutos	en	la	cola		+		1	minuto	en	el	servicio)	b)		El	número	promedio	de	clientes	en	la	cola		qL		se	puede	calcular:	q	q	xL	W	0,75	3	2,25	clientes=	λ	=	=	2	2	q	0,75	L	2,25	clientes	(	)	1(1	0,75)	λ	=	=	=	μ	μ	−	λ	−
con	lo	cual,	puede	haber	más	de	dos	clientes	en	la	cola.	c)		El	número	promedio	de	clientes	en	el	sistema	L		es:	s	0,75	L	3	clientes	1	0,75	λ	=	=	=	μ	−	λ	−	o	también,			s	s	clientes	L	W	0,75		minutos	=	λ	=	x	4	minutos	3	clientes=	Hay	un	promedio	de	3	clientes	en	el	sistema,	al	haber	un	sólo	mostrador	(servidor)
sólo	un	cliente	puede	estar	en	servicio,	teniendo	los	demás	clientes	que	estar	en	la	cola,	lo	que	indica	que	hay	2	clientes	en	espera.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		30	e)		Para	calcular	la	probabilidad	de	tener	una	cola	de	más	de	2	clientes	se	necesita	saber	la	probabilidad	de	que	haya	0,	1	y	2	clientes.	donde,				nnp	(t)	(1	)		con			/	0,8=
−	ρ	ρ	ρ	=	λ	μ	=	0	0	0	s	xn	0	p	(t)	P(L	0)	1	(1	0,8)	0,8	0,2	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	=	→	=	=	=	−	=	−	=⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	1	1	1	s	xn	1	p	(t)	P(L	1)	1	(1	0,8)	0,8	0,16	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	=	→	=	=	=	−	=	−	=⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	2	2	2	s	xn	2	p	(t)	P(L	2)	1	(1	0,8)	0,8	0,128	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	=	→	=	=	=	−	=	−	=⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	(	)	s	s	s	s	sP(L	2)	1	P(L	2)	1	P(L	0)	P(L	1)	P(L	2)																																											1
0,2	0,16	0,128	0,512	>	=	−	>	=	−	=	+	=	+	=	=⎡	⎤⎣	⎦	=	−	+	+	=	Existe	un	51,2%	de	posibilidad	de	encontrar	una	cola	con	más	de	dos	cleintes.	e)			La	probabilidad	del	tiempo	de	espera	de	un	cliente	en	el	sistema:	(1	)	t	0,25	(1	0,8)25	1,25	s	sP(W	t)	e	P(W	25)	e	e	0,286	−μ	−	ρ	−	−	−>	=	→	>	=	=	=
La	probabilidad	del	tiempo	de	espera	de	un	cliente	en	la	cola:	(1	)	t	0,25	(1	0,8)25	1,25	q	qP(W	t)	e	P(W	25)	0,8e	0,8e	0,23	−μ	−	ρ	−	−	−>	=	ρ	→	>	=	=	=	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		31		Una	sucural	bancaria	decide	instalar	un	cajero	en	un	barrio	de	ciudad	que	no
tiene	un	servicio	semejante.	En	la	investigación	inicial	se	recogen	datos	diariamente	sobre	los	tiempos	de	llegadas	de	los	clientes,	detectando	que	el	cliente	que	llega	prefiere	esperar	para	poder	utilizar	el	servicio	cuando	éste	se	encuentra	ocupado.	Con	los	datos	recogidos,	se	estima	que	las	llegadas	siguen	un	proceso	de	Poisson,	el
tiempo	de	servicio	es	exponencial,	el	tiempo	medio	de	servicio	es	de	5	minutos	por	cliente	y	el	tiempo	medio	transcurrido	entre	dos	llegadas	consecutivas	es	de	8	minutos.	Se	pide:	a)		Tiempo	promedio	de	espera	que	debe	sufrir	cada	cliente	en	cola.	b)		Tamaño	promedio	de	la	cola	y	probabilidad	de	que	al	acudir	al	cajero	haya
alguna	persona	en	la	cola.	Solución:	a)		Es	un	modelo	de	cola		M/M/1	con		1	/	8	0,125	y	1	/	5	0,2λ	=	=	μ	=	=	El	tiempo	promedio	de	espera	en	cola:			qq	L	W	(	)	λ	=	=	λ	μ	μ	−	λ	(	)q	0,125	W	8,33minutos	(	)	0,2	0,2	0,125	λ	=	=	=	μ	μ	−	λ	−	b)		El	tamaño	promedio	de	la	cola	se	refleja	por	el	número	medio	de	clientes	en	la	cola:	q	q	q	q	xW	L	/	L	W	0,125
8,33	1,04	clientes=	λ	→	=	λ	=	=	La	probabilidad	de	que	al	acudir	al	cajero	haya	alguna	persona	en	la	cola	es	0	11	p	p−	−	,	donde		n	np	(t)	(1	)=	−	ρ	ρ	El	factor	de	utilización		/	0,125	/	0,2	0,625ρ	=	λ	μ	=	=			es	la	probabilidad	de	que	el	cajero	se	encuentre	ocupado,	que	al	tener	ún	unico	servidor	coincide	con	con	la
probabilidad	de	que	un	cliente	nuevo	tenga	que	esperar	en	el	servicio,	es	decir,	p	/	0,625=	λ	μ	=	0	0	0	s	xn	0	p	(t)	P(L	0)	1	(1	0,625)	0,625	0,375	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	=	→	=	=	=	−	=	−	=⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	1	1	1	s	xn	1	p	(t)	P(L	1)	1	(1	0,625)	0,625	0,234	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	=	→	=	=	=	−	=	−	=⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	s	s	s	sP(L	1)	1	P(L	1)	1	P(L	0)	P(L	1)	1	0,375	0,234	0,391>	=	−	>	=	−
=	+	=	=	−	−	=⎡	⎤⎣	⎦	Existe	un	39,1%	de	posibilidad	de	encontrar	alguna	persona	en	la	cola.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		32		Una	base	de	mantenimiento	de	aviones	tiene	recursos	para	revisar	únicamente	un	motor	de	avión	a	la	vez.	Para	devolver	los	aviones	lo	antes	posible,	sigue	la
política	de	revisar	solo	un	motor	de	los	cuatro	motores	de	los	aviones	que	llegan	a	la	base	según	una	distribución	de	Poisson	de	tasa	media	uno	al	día.	El	tiempo	requerido	para	revisar	un	motor	(una	vez	que	comienza	el	trabajo)	sigue	una	distribución	exponencial	de	tasa	1/2	al	día.
Se	ha	hecho	una	propuesta	para	cambiar	la	política	de	revisión,	de	forma	que	se	revisen	los	cuatro	motores	de	forma	consecutiva	cada	vez	que	un	avión	llegue	a	la	base,	que	supone	cuadriplicar	el	tiempo	esperado	de	servicio,	con	una	frecuencia	de	revisión	de	cada	avión	cuatro	veces	menor.
Se	pide	comparar	las	dos	alternativas	aplicando	la	teoría	de	colas.	Solución:	En	los	dos	casos	se	trata	de	colas	M/M/1,	puesto	que	tanto	los	tiempos	entre	llegadas	como	los	tiempos	de	servicio	son	variables	aleatorias	con	distribución	exponencial.	•	En	la	situación	actual,	la	tasa	de	llegadas	es		1	/1	1λ	=	=		aviones	al	día,	y	la	tasa	de	servicio	es		1	/	(1	/
2)	2μ	=	=		aviones	al	día.	Factor	de	utilización:		1	0,5	2	λ	ρ	=	=	=	μ	Número	promedio	de	aviones	en	el	sistema:			s	1	L	1	2	1	λ	=	=	=	μ	−	λ	−		avión	Número	promedio	de	aviones	en	cola:			2	q	1	1	L	(	)	2	(2	1)	2	λ	=	=	=	μ	μ	−	λ	−			avión	Tiempo	promedio	de	estancia	en	el	sistema:			s	1	1	W	1	2	1	=	=	=	μ	−	λ	−		día	Tiempo	promedio	de	espera	en	cola:		
q	1	1	W	(	)	2	(2	1)	2	λ	=	=	=	μ	μ	−	λ	−		día	•	Con	la	propuesta	de	cambiar	de	política	de	revisión,		la	tasa	de	llegada	es	1	/	4	0,25λ	=	=		aviones	al	día,	y	la	tasa	de	servicio	es		1	/	(4	/	2)	0,5μ	=	=		aviones	al	día.		Como	el	factor	de	utilización:		0,25	0,5	1	0,5	λ	ρ	=	=	=	<	μ		es	el	mismo,	el	estado	sigue	siendo	estacionario.
Número	promedio	de	aviones	en	el	sistema:			s	0,25	L	1	0,5	0,25	λ	=	=	=	μ	−	λ	−		avión	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		35	n	n	0	0	n	n	ss	1	s	1n	n	s	n	0	n	0	n	n	0	n	0	n	s	n	0	1	1	p	c	p	1	p	(	/	)	(	/	)	(	/	)c	n!	n!	s!	s	∞	∞	−−	−∞	=	=	=	=	=	=	=	=	→	=	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	λ	μ	λ	+	+	⎜	⎟μ⎝	⎠	∑	∑	∑	∑	∑	∑	s	s	1s	1	n	sn	n	0n	0	1	1	(	/	)	(	/	)	s(	/	)	1	1	n!	s!	sn!
s!	1	−−	==	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	μ⎛	⎞λ	μ	λ	++	⎜	⎟⎜	⎟	μ	−	λμ	−ρ	⎝	⎠⎝	⎠	∑∑		Bajo	condiciones	de	estabilidad	(factor	de	utilización		1ρ	<	),	al	igual	que	en	el	modelo	M/M/1,	se	pueden	aplicar	fórmulas	para	obtener	los	principales	parámetros	del	sistema.	Tiempo	en	el	servicio:		1	μ	Utilización	promedio	del	sistema:		su	λ	=	μ
Factor	de	utilización	(factor	de	carga/	intensidad	tráfico):			s	λ	ρ	=	μ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		36	Probabilidad	de	que	ningún	cliente	se	encuentre	en	el	sistema	de	colas:	0	s	1	n	s	n	0	1	p	(	/	)	(	/	)	s	n!	s!	s	−	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	μ	+	⎜	⎟μ	−	λ⎝	⎠	∑	Probabilidad	del	estado	n:				n	n	0	(	/	)	p	p	n	s	n!	λ	μ	=	≤	Probabilidad	del	estado	n:				n	n
0(n	s)	(	/	)	p	p	n	s	s!	s	−	λ	μ	=	>	Número	promedio	de	clientes	en	cola:			ss	q	0	02	2	(	/	)	1	L	p	p	(s	1)!	(s	)	s!	(1	)	⎛	⎞λ	μ	λμ	λ	ρ	=	=	⎜	⎟−	μ	−	λ	μ	−	ρ⎝	⎠	Número	promedio	de	clientes	en	sistema:			s	qL	L	λ	=	+	μ							(	)s	sL	W=	λ	Tiempo	promedio	de	espera	en	cola:			qq	L	W	=	λ								(	)q	qL	W=	λ	Tiempo	promedio	de	estancia	en	el	sistema:			s	q	1	W	W=	+
μ							ss	L	W⎛	⎞=⎜	⎟λ⎝	⎠	A	medida	que	se	añaden	servidores	al	sistema	las	fórmulas	van	siendo	más	complicadas,	en	especial	para	el	cálculo	de	probabilidades.	Se	asume	que	la	probablidad	de	la	función	de	tiempos	de	servicio	es	una	exponencial	negativa	de	parámetro		n.μ	s	t	(s	1	/	)	t	1	eP(W	t)	e	1	s!	(1	)	s	1	/	−	μ	−	−	λ	μ	−μ	⎛	⎞⎛	⎞λ	⎜	⎟⎜	⎟	⎛	⎞μ	−⎝	⎠⎜	⎟>	=
+	⎜	⎟⎜	⎟−	ρ	−	−	λ	μ⎝	⎠⎜	⎟⎜	⎟	⎝	⎠	Cuando		s	1	/	0−	−	λ	μ	=			se	utiliza			t	(s	1	/	)1	e	t	s	1	/	−	μ	−	−	λ	μ−	=	μ	−	−	λ	μ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		37		Un	terminal	de	facturación	dispone	de	dos	operarios	que	atienden	a	los	clientes	que	llegan	según	una	distribución	de	Poisson	de	media	ochenta	clientes	por	hora,
que	esperan	en	una	única	cola	hasta	que	alguno	de	los	operarios	esté	libre.	El	tiempo	requerido	para	atender	a	un	cliente	se	distribuye	exponencialmente	con	medía	1,2	minutos.	Se	pide:	a)		¿Cuál	es	el	número	esperado	de	clientes	en	el	terminal	de	facturación?	b)		¿Cuál	es	el	tiempo	medio	que	un	cliente	pasa	en	el	terminal	de	facturación?
c)		¿Qué	porcentaje	de	tiempo	está	libre	un	determinado	operario?	Solución:	a)		Es	un	modelo	de	cola		M/M/2		con		s	2	servidores=	Tasa	de	llegadas		80		clientes/hora≡	λ	=	Tasa	de	servicio	por	operario		60	50	clientes/hora	1,2	≡	μ	=	=	Factor	de	utilización	o	congestión	del	sistema:			x	80	0,8	s.	2	50	λ	ρ	=	=	=	μ
Probabilidad	de	que	ningún	cliente	se	encuentre	en	el	sistema	de	colas:	0	s	1	1	n	2n	s	n	0n	0	x	1	1	p	0,111	(80	/	50)	(80	/	50)	100(	/	)	(	/	)	s	n!	2!	100	80n!	s!	s	−	==	=	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	μ	⎛	⎞++	⎜	⎟⎜	⎟	−μ	−	λ	⎝	⎠⎝	⎠	∑∑	1	n	2	n	0	x	(80	/	50)	(80	/	50)	100	n!	2!	100	80=	⎛	⎞+	=⎜	⎟−⎝	⎠∑																			(	)	0	2	x	(80	/	50)	(80	/	50)	(80	/	50)	5	1	1,6	6,4	9	0!	1!	2!	⎡	⎤	=	+	+
=	+	+	=⎢	⎥	⎣	⎦	o	bien			0	s	21s	1	nn	n	0n	0	1	1	p	0,111	(80	/	50)	1	80	1(	/	)	1	1	n!	2	50	1	0,8n!	s!	1	−	==	=	=	=	⎛	⎞⎛	⎞	⎛	⎞λ	μ	λ	++	⎜	⎟	⎜	⎟⎜	⎟	−μ	−ρ	⎝	⎠	⎝	⎠⎝	⎠	∑∑	Número	pomedio	de	clientes	en	la	cola:	s	2	q	02	2	x	x	x	(	/	)	(80	/	50)	80	50	L	p	0,111	2,84	clientes	(s	1)!	(s	)	1!	(2	50	80)	λ	μ	λμ	=	=	=	−	μ	−	λ	−
Número	promedio	de	clientes	en	el	sistema	(terminal	de	facturación):	s	q	80	L	L	2,84	4,44	clientes	50	λ	=	+	=	+	=	μ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		40		El	gerente	de	una	multinacional	quiere	analizar	el	coste	total	por	hora	del	sistema	de	descargas	de	su	terminal	(mano	de	obra	y	camiones	ociosos).		La
terminal	de	carga	funciona	con	cuatro	plataformas	de	descarga,	cada	una	de	éstas	con	un	equipo	de	dos	empleados	que	descargan	un	semirremolque	en	una	hora,	con	tiempos	de	servicios	exponenciales,	y	un	coste	de	cuarenta	euros/hora.		El	tiempo	de	llegadas	de	camiones	es	de	tres/hora	siguiendo	una	disribución	de
Poisson,	con	un	coste	estimado	de	sesenta	euros/hora	por	camión	ocioso.	Solución:	Es	un	modelo	de	cola		M/M/4		con		s	4	servidores=	Para	calcular	el	coste	total	de	mano	de	obra	y	de	los	camiones	ociosos	hay	que	saber	el	tiempo	promedio	de	espera	en	el	sistema	de	descarga		y	el	número	promedio	de	camiones	en	el	mismo.	Tasa	de	llegadas:		3
camiones/horaλ	=	Tasa	de	servicio	por	empleado		x	1	4	1	camiones/hora	4	≡	μ	=	=	Utilización	promedio	del	sistema:		su	/	3	/	1	3=	λ	μ	=	=	Utilización	promedio	de	las	cuatro	plataformas:			x	3	0,75	s	4	1	λ	ρ	=	=	=	μ	Probabilidad	de	que	no	haya	ningún	camión	en	el	sistema	de	descargas:	0	s	3s	1	nn	4	n	0n	0	1	1	1	p	0,0377	26,53	1	1(	/	)	1	1	3	n!	4!
0,25n!	s!	1	−	==	=	=	=	=	⎛	⎞⎛	⎞λ	μ	λ	++	⎜	⎟⎜	⎟	⎝	⎠μ	−	ρ⎝	⎠	∑∑	3	3n	n	4	n	0	n	0	3	1	1	3	3	13,5	1	3	4,5	4,5	13,5	26,5	n!	4!	0,25	n!=	=	⎛	⎞+	=	+	=	+	+	+	+	=⎜	⎟	⎝	⎠∑	∑	Número	promedio	de	camiones	en	espera:	s	4	q	02	2	x	x	x	(	/	)	3	3	1	L	p	0,0377	1,53	(s	1)!	(s	)	3!	(4	3)	λ	μ	λμ	=	=	=	−	μ	−	λ	−	Tiempo	promedio	de	espera	de	camiones	cola:			qq	L	1,53	W
0,51	hora	3	=	=	=	λ	Tiempo	promedio	de	estancia	de	camiones	en	el	sistema:	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		41	s	q	1	1	W	W	0,51	1,51horas	1	=	+	=	+	=	μ	Número	promedio	camiones	en	el	sistema:			s	qL	L	1,53	3	4,53	camiones	λ	=	+	=	+	=	μ	o	bien,			s	sL	W	3	x	1,51	4,53	camiones=	λ	=	=
Los	costes/hora	por	mano	de	obra	ociosa	y	camiones	ociosos	son:	Coste	total	Coste	mano	de	obra	ociosa			Coste	camiones	ociosos=	+	=																							sx	x	x	x40	s	60	L	40	4	60	4,53	431,8	euros=	+	=	+	=	Un	mayorista	de	agencias	de	viajes	tiene	un	sistema	de	reservas	por	teléfono,
atendido	por	4	comerciales,	las	llamadas	en	espera	son	atendidas	después	en	estricto	orden	de	llegada.	Se	sabe	que	las	llamadas	son	aleatorias	con	un	promedio	de	20	llamadas	a	la	hora,	mientras	que	el	tiempo	medio	de	respuesta		(tiempo	que	una	llamada	permanece	en	el	sistema)	es	de	6,51	minutos,	y	el	número	medio	de
llamadas	en	espera	es	de	0,17.	Se	pide:	a)		Tiempo	medio	que	una	llamada	ha	de	esperar	hasta	ser	atendida	por	uno	de	los	comerciales.	b)		Qué	ocurriría	con	el	uso	del	sistema	si	hubiera	dos	comerciales	menos.	c)		Si	el	mayorista	valora	la	hora	de	inactividad	de	cada	comercial	en	doscientos
euros,	¿cuál	es	la	pérdida	media		por	hora	debida	a	la	inactividad	de	los	comerciales?	d)		Si	los	tiempos	entre	llamadas	y	los	tiempos	de	atención	al	cliente	son	variables	aleatorias	exponenciales,	representar	el	diagrama	de	tasas	de	transición	entre	estados.	Sí	la	probabilidad	de	que	el	estado	esté	vacío	es	2/19,	calcular	la
probabilidad	de	que	una	llamada	quede	en	espera.	Solución:	a)		Tasa	de	llegadas:		20	clientes/horaλ	=	Tiempo	medio	de		respuesta:		s	s	q	6,51	1	W	0,1085	horas	W	W	60	⎛	⎞	=	=	=	+⎜	⎟μ⎝	⎠	Número	medio	de	clientes	en	la	cola:		qL	0,17		clientes=	Luego,	Tiempo	medio	de	espera	en	cola:		qq	L	0,17	W	0,0085	horas	20	=	=	=	λ
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		42	b)				s	q	s	q	1	1	W	W	W	W	0,1085	0,0085	0,1	10	clientes/hora=	+	→	=	−	=	−	=	→	μ	=	μ	μ	Factor	de	utilización	del	sistema:		x	20	0,5	s	4	10	λ	ρ	=	=	=	μ	Con	dos	comerciales	menos		x	20	1	s	2	10	λ	ρ	=	=	=	μ		el	sistema	se	vuelve	inestable.	c)			20	Número	medio	de	comerciales	ocupados		2	10	λ	≡	=	=
μ	Con	lo	que	el	número	de	comerciales	ociosos	es	de	4	2	2−	=	,	en	consecuencia,	la	pérdida	por	hora	por	la	inactividad	de	los	comerciales	es	de	400	euros.	d)		Diagrama	de	tasas	de	transición,	cuando	los	tiempos	entre	llamadas	y	los	tiempos	de	atención	al	cliente	son	variables	aleatorias	exponenciales.
Una	llamada	queda	en	espera	cuando	todos	los	comerciales	están	ocupados.	0	1	2	3P(N	4)	1	P(N	4)	1	p	p	p	p≥	=	−	<	=	−	−	−	−	Por	ser	el	sistema	estacionario,	la	tasa	media	de	llegada	es	igual	a	la	tasa	media	de	salida	para	cualquier	estado	n,	es	decir,		n	1	n	1	n	1	n	1p	p−	−	+	+λ	+	μ	0	2	p	19	=	1	0	1	0	x	20	2	4	10p	20p	p	p	2	10	19	19	=	→	=	=	=	1	0
2	0	1	1	2	1	2	1	10p	20	p	4	20p	20p	10p	20p	20p	20p	p	p	19	=+	=	+	→	=	→	=	=	1	2	3	1	2	2	3	2	3	2	20p	20	p	20	8	30p	20p	20p	20p	30p	20p	p	p	30	57	=+	=	+	→	=	→	=	=	0	1	2	3	2	4	4	8	1	P(N	4)	1	P(N	4)	1	p	p	p	p	1	19	19	19	57	3	≥	=	−	<	=	−	−	−	−	=	−	−	−	−	=	Adviértase	que	se	trata	de	un	modelo	de	cola	M/M/4	con	s	4	servidores=	Data	Description
Number	of	servers	2	Service	rate	(per	server	per	Hora)	40	olve	the	Problem	[Customer	arrival	rate	(per	Hora)	30	Queue	capacity	(maximum	waiting	space)	M	Customer	population	M	Busy	server	cost	per	Hora	Idle	server	cost	per	Hora	Customer	waiting	cost	per	Hora	Customer	being	served	cost	per	Hora	Cost	of	customer	being	balked	Unit	queue
capacity	cost	MEDIDAS	DE	RENDIMIENTO:	Resuls	Utilties	Window	Help	Ferformance	Summary	Probablity	Summary	os	rm	eje]	Probabilidades	estimadas	de	que	existen	desde	O	hasta	200	clientes	en	la	cola	Performance	Measure	|	Result	1	System:	M/M/2	From	Formula	2	Customer	arrival	rate	(lambda)	per	Hora	=	30,0000	3	Service	rate	per	server
(mu)	per	Hora	5	40,0000	4	Overall	system	effective	arrival	rate	per	Hora	=	30,0000	5	Overall	system	effective	service	rate	per	Hora	=	30,0000	6	Overall	system	utilization	=	37,5000	%.	7	Average	number	of	customers	in	the	system	(L)	=	0,8727	8	Average	number	of	customers	in	the	queue	(Lq)	=	0,1227	9	Average	number	of	customers	in	the	queue
for	a	busy	system	(Lb]	=	0,6000	10	Average	time	customer	spends	in	the	system	(W)	=	0,0291	Horas	11	—	|Average	time	customer	spends	in	the	queue	(Wa)	=	0,0041	Horas	12	|Average	time	customer	spends	in	the	queue	for	a	busy	system	(Wb)=	0,0200	Horas	13	—	[Theprobability	that	all	servers	are	¡dle	(Po)	=	45,4545	%.	1	The	probability	an
arriving	customer	waits	(Pw)	or	system	is	busy	(Pb)	=	20,4545	%	15	|Average	number	of	customers	being	balked	per	Hora	=	o	16	Total	cost	of	busy	server	per	Hora	=	so	17	Total	cost	ofidle	server	per	Hora	=	$0	18	Total	cost	of	customer	waiting	per	Hora	=	$0	19	Total	cost	of	customer	being	served	per	Hora	=	$0	20	[Total	cost	of	customer	being
balked	per	Hora	=	$0	21	[Total	queue	space	cost	per	Hora	=	$0	22	Total	system	cost	per	Hora	=	so	Portal	Estadística	Aplicada:	TEORÍA	DE	COLAS	45	n	Estimated	Probability	of	|Cumulative	Probability	n	Customers	in	the	System	o	0,4545	0,4545	1	0,3409	0,7955	2	0,1278	0,9233	3	0,0479	0,9712	4	0,0180	0,9892	5	0,0067	0,9960	6	0,0025	0,9985	7
0,0009	0,9994	8	0,0004	0,9998	3	0,0001	0,9999	10	0,0000	1,0000	11	0,0000	1,0000	12	0,0000	1,0000	13	0,0000	1,0000	14	0,0000	1,0000	SENSIBILIDAD	DEL	SISTEMA:	BE	Queuing	Analysis	-	wl	File	Edi	Format	Solve	and	Analyze	Results	Ss	fimdow	WinQsé	ae	5)	[oo]	A.	ae	Simulación	del	sistema:	Data	Description	Actuación	de	la	cola	en	24	horas
MB	Tora	[Service	rate	(per	server	per	Hora)	[Customer	arrival	rate	(per	Hora)	Random	Seed	Queue	Discipline	A	ueue	capacity	(maximum	waiting	space;	(0)	Use	default	random	secd	FO	Q	pacity	(|	1g	space)	Customer	population	O	Enter	a	seed	number	Ouro	Busy	server	cost	per	Hora	MS	O	Random	Idle	server	cost	per	Hora	Customer	waiting	cost	per
Hora	Customer	being	served	cost	per	Hora	Cost	of	customer	being	balked	Unit	queue	capacity	cost	Cancel	Portal	Estadística	Aplicada:	TEORÍA	DE	COLAS	46	Performance	Measure	Result	lo	lua	a	alum	pp	o	ra	5	p	ma	pa	(5)	ra	h	pa	a	p	am	ma	Á	pa	(5)	ra	0	e	Sa	System:	M/M/2	Customer	arrival	rate	(lambda)	per	Hora	=	Service	rate	per	server	(mu)	per
Hora	=	Overall	system	effective	arrival	rate	per	Hora	=	Overall	system	effective	service	rate	per	Hora	=	Overall	system	utilization	=	¡Average	number	of	customers	in	the	system	(L)	=	[Average	number	of	customers	in	the	queue	(Lq)	=	¡Average	number	of	customers	in	the	queue	for	a	busy	system	(Lb]	=	¡Average	time	customer	spends	in	the	system
(W])	=	¡Average	time	customer	spends	in	the	queue	(We)	=	Average	time	customer	spends	in	the	queue	for	a	busy	system	(Wb]	=	The	probability	that	all	servers	are	idle	(Po)	=	The	probability	an	arriving	customer	waits	(Pw)	or	system	is	busy	[Pb]	=	¡Average	number	of	customers	being	balked	per	Hora	=	Total	cost	of	busy	server	per	Hora	=	Total
cost	of	idle	server	per	Hora	=	Total	cost	of	customer	waiting	per	Hora	=	Total	cost	of	customer	being	served	per	Hora	=	Total	cost	of	customer	being	balked	per	Hora	=	mm	e	Total	queue	space	cost	per	Hora	=	N	o	Total	system	cost	per	Hora	=	IN	a	Simulation	time	in	Hora	=	E	Starting	data	collection	time	in	Hora	=	mm	a	Number	of	observations
collected	=	5]	mn	Maximum	number	of	customers	in	the	queue	=	15	a	Total	simulation	CPU	time	in	second	=	From	Simulation	30,0000	40,0000	27,3295	27,3295	34,2151	%	0,7565	0,0722	0,4174	0,0277	Horas	0,0026	Horas	0,0153	Horas	48,8648	%	17,2951	%	o	$0	$0	$0	$0	$0	$0	$0	24,0000	o	656	4	0,0780	Portal	Estadística	Aplicada:	TEORÍA	DE
COLAS	47	Dependiendo	de	las	necesidades	se	pueden	ir	analizando	cada	uno	de	los	parámetros.	—	Capacity	Aneeis	El	Análisis	de	Capacidad	se	realiza	con	los	costos,	que	se	definen:	Ele	Edit	Format	Soleand	Analyze	Results	Ulilties	Window	WwnoS8B	Help	E	Es]	A:	0	E	¡ne	Data	Description	Number	of	servers	Number	of	Servers	pecify	either
approximation	or	¡Service	rate	(per	server	per	Hora]	imulation	for	solution	if	no	form	formula	is	available.	[Esto	meraa	al	rate	(per	Hora)	¡Queue	capacity	(maximum	waiting	space)	¡Customer	population	server	cost	per	Hora	Solution	Method	(5	'Approximation	by	G/G/s	O	Monte	Carlo	Simulation	lle	server	cost	per	Hora	:omer	waiting	cost	per	Hora	DK
-omer	being	served	cost	per	Hora	of	customer	being	balked	Cancel	it	queue	ca	cost	Se	introducen	los	costos:	Help	Costo	servidor	ocupado/hora	=	5$	Se	marca	una	variación	de	servidores	de	2	a	8,	Costo	servidor	ocioso/hora	=	1$	con	un	paso	de	1,	en	que	la	capacidad	de	la	Costo	cliente	en	espera	=	0,5$	cola	es	infinita	Costo	cliente	servido/hora	=	3$
Costo	cliente	no	atendido	=1	$	Costo	unitario	capacidad	de	cola	=3$	Number	of]	Queue	|	Total	[Busy	Server|Idle	Server]	—	Waiting	Serued	Balked	Queue	Server	|Capacity|	Cost	Cost	Cost	|	Customer	Cost	Customer	Cost|	Customer	Cost|	Capacity	Cost	1	2	IM	$7,8636	3,7500	1,2500	0,6136	2,2500	o	o	2	3	IM	$8,235	3,7500	2,2500	0,0735	2,2500	o	o	3	4
Mo	$9,2588	3,7500	3,2500	0,0088	2,2500	o	o	4	5	IM	$10,2510	3,7500	4,2500	0,0010	2,2500	o	o	5	6	IM	$11,2501	3,7500	|	5,2500	0,0001	2,2500	o	o	6	7	IM	$12,2500	3,7500	6,2500	0,0000	2,2500	o	o	7	8	IM	$13,250	3,7500	7,2500	0,0000	2,2500	o	o	Portal	Estadística	Aplicada:	TEORÍA	DE	COLAS	50	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		51
MODELO	DE	COLA	M/M/s	con	fuente	de	entrada	finita	Es	una	variación	del	modelo	M/M/s	consistente	en	que	la	fuente	de	variación	de	entrada	es	limitada,	esto	es,	el	tamaño	de	la	población	de	posibles	clientes	es	finita.	Sea	N		el	tamaño	de	la	población,	cuando	en	el	sistema	se	encuentran	n		clientes,	quedan		(N	n)−
		posibles	clientes	en	la	fuente	de	entrada.	En	el	modelo	con	población	finita	los	clientes	alternan	entre	estar	dentro	y	fuera	del	sistema.	Por	analogía	con	el	modelo	M/M/s		se	supone	que	el	tiempo	que	pasa	cada	cliente	fuera	del	sistema	es	una	variable	aleatoria	exponencial	Exp(	)λ	.	Cuando	n		clientes	están	dentro,		(N	n)−
	clientes	están	fuera,	y	por	tanto	la	distribución	de	probabilidad	del	tiempo	que	falta	para	la	próxima	llegada	al	sistema	es	el	mínimo	de	(N	n)−		variables	exponenciales	independientes	de	parámetro	(N	n)λ	−	.	De	este	modo,															n	n	n	1	n	s	(N	n)	0	n	N	s	s	n	N	0	n	N	0	n	N	μλ	≤	≤⎧	λ	−	≤	≤⎧	⎪λ	=	μ	=	μλ	≤	≤⎨	⎨>⎩	⎪	>⎩
La	aplicación	más	importante	de	este	modelo	es	la	reparación	de	máquinas,	donde	se	asigna	a	uno	o	más	técnicos	la	responsabilidad	de	tener	operativas	un	grupo	de	N		máquinas.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		52	Cuando	las	máquinas	se	estropean	acuden	al	sistema	de	mantenimiento	en	espera
de	ser	reparadas,	y	cuando	están	operativas	quedan	fuera	del	sistema.														n	0	n	0nN	n	0	1	N!	p	p	p					si		1	n	N	(N	n)!N!	(N	n)!=	⎛	⎞λ	=	=	≤	≤⎜	⎟−	μ⎛	⎞	⎝	⎠λ	⎜	⎟−	μ⎝	⎠	∑	Utilización	promedio	del	servidor:		0p	1	p=	−	Número	promedio	de	clientes	en	el	sistema:			s	0L	N	(1	p	)	μ	=	−	−	λ	Número	promedio	de	clientes	en	la	cola:		q	0	(	)	L	N	(1	p	)	λ	+	μ	=
−	−	λ	Tiempo	promedio	de	estancia	en	el	sistema,	incluido	el	servicio:			ss	s	L	W	(N	L	)	=	λ	−	Tiempo	promedio	de	espera	en	la	cola:			qq	s	L	W	(N	L	)	=	λ	−						s	q	1	W	W	⎛	⎞	=	+⎜	⎟μ⎝	⎠	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		55		Una	empresa	tiene	seis	equipos	idénticos	de	manufactura,	el	tiempo	entre
fallas	de	cada	uno	de	los	equipos	de	producción	sigue	una	distribución	exponencial,	con	un	tiempo	promedio	entre	fallas	de	veinte	horas.	Para	la	atención	de	las	fallas	en	el	equipo	de	manufactura	hay	un	único	equipo	de	mantenimiento,	el	tiempo	de	duración	del	servicio	de	reparación	de	las	máquinas	sigue	una	distribución
exponencial	con	una	media	de	2	horas/falla.	Se	pide:	a)		Utilización	promedio	de	mantenimiento.	b)	Probabilidad	de	que	n	clientes	se	encuentren	en	el	sistema	de	colas.	c)		Número	promedio	de	máquinas	en	espera	de	ser	reparadas.	d)		Número	promedio	de	máquinas	que	están	en	el	sistema.	e)		Tiempo	promedio	de	espera	de	las	máquinas	en	la	cola.
Solución:	a)		Es	un	modelo	de	cola		M/M/1		de	población	finita,	los	N	6=		equipos	de	manufactura	constituyen	la	población	de	clientes,	verificándose	las	demás	condiciones	Tasa	de	llegadas:		1	0,05	máquinas/hora	20	λ	=	=	Tasa	de	servicio:			1	0,5	máquinas/hora	2	μ	=	=	Utilización	promedio	del	equipo	de	mantenimiento:		0p	1	p=	−	0	n	n6N	n	0n	0	1	1
1	p	0,4845	2,063926!	0,05N!	(6	n)!	0,5(N	n)!	==	=	=	=	=	⎛	⎞	⎛	⎞λ	⎜	⎟⎜	⎟	−−	μ	⎝	⎠⎝	⎠	∑∑	n6	6	n	2	3	n	0	n	0	x	x	x	6!	0,05	6!	0,1	1	6	0,1	30	0,1	120	0,1	(6	n)!	0,5	(6	n)!=	=	⎛	⎞	=	=	+	+	+	+⎜	⎟−	−⎝	⎠∑	∑																																					4	5	6x	x	x360	0,1	720	0,1	720	0,1	2,06392+	+	+	=	Utilización	promedio	de	mantenimiento:		0p	1	p	1	0,4845	0,5155=	−	=	−	=
b)	Probabilidad	de	que	n	clientes	se	encuentren	en	el	sistema	de	colas:	n	n	n	0	x	x	N!	N!	p	p	0,1	0,4845	si		1	n	N	(N	n)!	(N	n)!	⎛	⎞λ	=	=	≤	≤⎜	⎟−	μ	−⎝	⎠	1p	2p	3p	4p	5p	6p	0,290708942	0,145354471	0,058141788	0,017442537	0,003488507	0,000348851	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		56
c)		Número	promedio	de	máquinas	en	espera	de	ser	reparadas:	q	0	(	)	(0,05	0,5)	L	N	(1	p	)	6	(0,5155)	0,3295	máquinas	0,05	λ	+	μ	+	=	−	−	=	−	=	λ	d)		Número	promedio	de	máquinas	que	están	en	el	sistema	(en	la	cola	y	en	proceso	de	reparación):	s	0	0,5	L	N	(1	p	)	6	(0,5155)	0,845	máquinas	0,05	μ	=	−	−	=	−	=	λ
e)		Tiempo	promedio	de	espera	de	las	máquinas	en	la	cola	para	ser	atendidas:	q	q	s	L	0,3295	W	1,278	horas	(N	L	)	0,05(6	0,845)	=	=	=	λ	−	−	f)		Tiempo	promedio	de	estancia	de	las	máquinas	en	el	sistema	(en	la	cola	y	en	proceso	de	reparación):	s	s	s	L	0,845	W	3,278		horas	(N	L	)	0,05(6	0,845)	=	=	=	λ	−	−	o	bien,		s	q	1	1	W	W	1,278	3,278		horas	0,5
=	+	=	+	=	μ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		57	MODELO	DE	COLAS		M/M/1/k			y			M/M/s/k	Este	tipo	de	sistemas	de	colas	se	caracterizan	por	tener	una	cola	finita,	como	indica	la	cuarta	inicial	de	la	notación	de	Kendall.	El	número	máximo	de	clientes	en	el	sistema	en	estos	modelos	se	encuentran	limitado	a	k
,	que	coincide	con	la	suma	del	número	de	servidores	y	el	tamaño	de	la	cola,	por	lo	que	la	capacidad	de	la	cola	es		(k	s)−	El	modelo	M/M/1/k		es	aquel	en	el	que	un	servidor	atiende	todas	las	peticiones,	por	lo	general	este	modelo	se	etiqueta	como	M/M/s/k	para	un	número	genérico	de	servidores.
Otra	interpretación	de	este	sistema	es	aquel	en	la	que	los	clientes	que	llegan	dejan	la	cola	a	partir	de	una	determinada	longitud	ya	que	no	están	dispuestos	a	soportar	una	larga	espera.	En	esta	situación,	sí	el	sistema	está	lleno	(la	capacidad	es	k)	no	se	permite	la	entrada	de	nuevos	clientes	al	sistema.	En	consecuencia,	la	tasa	de	llegada	efectiva
no	es	constante	y	varía	con	el	tiempo	(dependiendo	sí	el	sistema	está	o	no	lleno):									ef	k(1	p	)λ	=	λ	−						donde			k	n	n	0	k	n	0	p	p	para	n	0,	1,	...	,	k	p	1	=	=	ρ	=	=∑	El	factor	de	saturación		λ	ρ	=	μ		determina	como	varían	las	probabilidades		np		de	que	haya	n	clientes	en	el	sistema.	Sí			1	Los	estados	más	probables	son	los	de
menor	número	de	clientes,																								dado	que	la	oferta	de	servicio	supera	a	la	demanda.	ρ	<	→	Sí			1	Todos	los	estados	son	equiprobables.ρ	=	→	Sí			1	Los	estados	más	probables	son	los	de	mayor	número	de	clientes,																								pues	la	demanda	de	servicio	supera	a	la	oferta.	ρ	>	→	se	deduce,		k	1	0	1	si	(	/	)	1	1	p	1	si	(	/	)	1	1	k	+	−	ρ⎧	λ	≠	μ	≡	ρ
=	λ	μ	≠⎪	−	ρ⎪=	⎨	⎪	λ	=	μ	≡	ρ	=	λ	μ	=⎪⎩	+	Probabilidades	del	estado:		n	k	1	n	(1	)	si	(	/	)	1	1p	1	si	(	/	)	1	1	k	+	⎧	−	ρ	ρ	λ	≠	μ	≡	ρ	=	λ	μ	≠⎪⎪	−	ρ=	⎨	⎪	λ	=	μ	≡	ρ	=	λ	μ	=⎪⎩	+	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		60	s	s	ef	L	3,52	W	0,5916	horas	5,95	=	=	=	λ	d)		Tiempo	medio	de	espera	en	la	cola	de	vehículos:	q	s	1	1	W	W	0,5916
0,4249	horas	6	=	−	=	−	=	μ	e)		Longitud	de	la	cola:				q	ef	qL	W	5,95	x	0,4249	2,528	vehículos=	λ	=	=	o	bien,			k	4	q	s	k	1	5	(1	)	(1	3	)3	L	L	3,52	2,528	vehículos	1	1	3+	−	ρ	ρ	−	=	−	=	−	=	−ρ	−	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		61	MODELOS	DE	COLAS	CON	TIEMPOS	DE	SERVICIO	NO	EXPONENCIAL
Los	modelos	anteriores	se	basan	en	que	las	entradas	y	el	servicio	se	distribuyen	mediante	procesos	que	siguen	una	distribución	de	Poisson/Exponencial.	En	un	sistema	de	colas	es	necesario	seleccionar	una	distribución	de	probabilidad	para	los	tiempos	de	servicio.		Hay	tres	distribuciones	que	representan	tiempos	de	servicio:	♦
La	distribución	de	servicio	exponencial		(σ	≡media)	♦	La	distribución	de	servicio	constante	(	0σ	≡	)	♦	La	distribución	Erlang	que	posee	un	parámetro	k	que	determina	la	desviación							típica		2	2	x	1	1	1	k	k	⎛	⎞	σ	=	→	=⎜	⎟μ	μ	σ⎝	⎠						k	1=	→		La	distribución	Erlang	≡		La	distribución	Exponencial						k	=	∞	→		La	distribución	Erlang	≡
	La	distribución	degenerada	con	tiempos																														constantes	La	distribución	Erlang	según	los	valores	del	parámetro	k:	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		62	MODELO	DE	COLA	M/G/1	Según	la	notación	Kendall	se	trata	de	sistema	de	colas	con	tiempos	de	llegadas
distribuidos	exponencialmente	(Proceso	de	Poisson	de	parámetro	λ	),	con	clientes	que	tienen	tiempos	de	servicio	independientes	e	idénticamente	distribuidos	de	media	(	)1	/μ		y	varianza		2σ	Cualquier	sistema	de	colas	de	este	tipo	alcanza	en	algún	momento	el	estado	estable	cuando	el	factor	de	utilización		/	1ρ	=	λ	μ	<	.
Las	medidas	de	rendimiento	para	este	modelo	toman	las	expresiones	adjuntas,	donde	la	referente	a		qL		recibe	el	nombre	de	fórmula	de	Pollaczek‐Khinchine.	np	=	ρ	Utilización	promedio	:		0p	1=	−	ρ	Número	promedio	de	clientes	en	la	cola:			2	2	2	qL	2(1	)	λ	σ	+	ρ	=	−ρ	Número	promedio	de	clientes	en	el	sistema:			s	qL	L=	+	ρ
Tiempo	promedio	de	espera	en	la	cola:		2	2	2	q	q	L	W	2	(1	)	λ	σ	+	ρ	=	=	λ	λ	−	ρ	Tiempo	promedio	de	estancia	en	el	sistema:			ss	q	L	1	W	W=	=	+	λ	μ	Las	medidas	de	eficiencia	incrementan	su	valor	conforme		2σ		aumenta,	lo	que	indica	que	el	funcionamiento	del	servidor	tiene	gran	transcendencia	en	la	eficiencia	global	del	sistema.
Curry	y	Feldman	proponen	una	modificación	del	tiempo	promedio	de	espera	en	la	cola	que	proporciona	una	relación	directa	entre	las	colas	M/M/1	y	las	colas	M/G/1:	2	2	q	q	1	W	W	2	(M/G/1)	(M/M/1)	⎛	⎞+	μ	σ	=	⎜	⎟	⎝	⎠	2	2μ	σ	≡	Coeficiente	de	variación	al	cuadrado	de	los	tiempos	de	servicio.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		65
Tiempo	promedio	de	espera	en	la	cola:		qq	L	1,125	W	7,5	minutos	0,15	=	=	=	λ	Tiempo	promedio	de	estancia	en	lavacoches:			ss	L	1,875	W	12,5	minutos	0,15	=	=	=	λ	d)		Medidas	de	eficiencia	según	un	modelo	M/Ek/1:	2	2	2	2	x	x	1	1	k	6,25	0,2	2	=	=	=	μ	σ	Promedio	de	clientes	en	la	cola:			2	2	q	x	x	x	(1	k)	0,75	(1	6,25)	L	1,305	clientes	2k(1	)	2	6,25	(1
0,75)	ρ	+	+	=	=	=	−ρ	−	Promedio	de	clientes	en	el	sistema:			s	qL	L	1,305	0,75	2,055	clientes=	+	ρ	=	+	=	Tiempo	promedio	en	la	cola:			qq	L	1,305	W	8,7	minutos	0,15	=	=	=	λ	Tiempo	promedio	en	el	sistema:			ss	q	L	1	W	W	8,7	5	13,7	minutos=	=	+	=	+	=	λ	μ	Se	observa	que	cuando			2	2	x	1	1	k	1σ	=	→	=	=	μ	μ	σ		,		el	modelo	de	cola		M/Ek/1
es	un	modelo	de	cola		M/M/1	con	tiempo	de	servicio	exponencial	Promedio	de	clientes	en	la	cola:			2	2	q	x	x	x	(1	1)	L	2	1	(1	)	(1	)	ρ	+	ρ	=	=	−	ρ	−ρ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		66	MODELO	DETERMINISTA	DE	COLAS	Cuando	la	demanda	λ		es	mayor	que	la	capacidad	μ	,	el	factor	de	utilización		1	λ	ρ	=	>	μ
,		entonces	para	calcular	las	demoras	es	necesario	utilizar	otro	criterio	en	teoría	de	colas.	Este	fenómeno	ocurre	en	muchos	sistemas	durante	un	período	corto	de	tiempo	introduciendo	el	modelo	determinista	de	colas.	Un	modelo	determinístico	es	un	modelo	matemático	donde	las	mismas	entradas
producen	invariablemente	las	mismas	salidas,	sin	contemplar	la	existencia	del	azar	ni	el	principio	de	incertidumbre.	Estado	del	sistema	número	de	clientes	en	el	sistema≡	qL	Longitud	de	la	cola	número	de	clientes	en	cola																																													estado	del	sistema	número	de	clientes	en	servicio	≡	≡	=	=	−	tasa	de	llegadasλ	≡	tasa	de	serviciosμ	≡
Sea	N(t)≡Número	de	clientes	en	el	sistema	en	el	instante	t		=				=	número	de	clientes	en	cola	más	el	número	de	clientes	que	están	siendo	servidos	Si		t	0=		no	hay	clientes	N(0)	0=	Sea			λ		el	número	de	llegadas	independientes	por	unidad	de	tiempo,			(1	/	λ)		el	tiempo	constante	entre	dos	llegadas	consecutivas.	Por	otra	parte,	sea		µ		el	número
de	servicios	por	unidad	de	tiempo	(cuando	el	sistema	está	ocupado),	y			(1	/	)μ		el	tiempo	que	se	tarda	en	realizar	un	servicio.	Se		define	τ	≡	Instante		de		tiempo		en		el		que		se		produce		el		primer		rechazo	es	decir,	llega	un	cliente	cuando	en	el	sistema	hay		(k	1)−		clientes.	En	el	análisis	se	distinguen	dos	casos,	según	si	la	tasa	de	llegadas	es	mayor		(
)λ	>	μ		o	menor	igual	que	la	de	servicio	λ	>	μ	Sí		1	t	0,⎛	⎞∈⎜	⎟λ⎝	⎠		→		No	ha	llegado	todavía	ningún	cliente,	en	este	intervalo	de	tiempo	no	hay	clientes	en	el	sistema.		Si			1	t	,⎛	⎞∈	τ⎜	⎟λ⎝	⎠		→			1	N(t)	llegadas	en	(0,	]	servicios	en		,	⎛	⎞⎛	⎤=	τ	−	τ⎡	⎤	⎜⎣	⎦	⎜	⎟⎥λ⎝	⎦⎝	⎠			Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		67	Número	de	llegadas	en		(0,	]τ			t	t	1	/	⎛
⎞≡	=	λ⎜	⎟λ⎝	⎠	Número	de	salidas		1	,⎛	⎤τ	≡⎜	⎥λ⎝	⎦			t	1	/	t	1	/	⎛	⎞−	λ	μ	=	μ	−⎜	⎟μ	λ⎝	⎠	En	consecuencia,			tN(t)	t	μ	μ	−⎛	⎞=	λ	−	⎜	⎟	⎝	⎠λ	a)	Cuando	el	tiempo	de	servicio	es	un	múltiplo	entero	del	tiempo	entre	llegadas,	es	decir:			1	1	m	⎛	⎞	=⎜	⎟λ	μ⎝	⎠	En	este	caso,	siempre	que	se	produce	la	salida	de	un	cliente	hay	una	llegada
simultánea.	Así,	no	puede	suceder	que	haya	simultáneamente	una	salida	y	un	rechazo,	pues	si	un	cliente	sale,	se	deja	una	plaza	libre	en	el	sistema	para	el	otro	cliente	que	llega	en	ese	momento.	En	consecuencia,	el	número	de	clientes	es	creciente	hasta	que	a	partir	del	instante	τ		es	constantemente	igual	a	la	capacidad		(k	1)−		del	sistema.
Luego,	se	tiene:																																1	0	t						1	N(t)	t	t	t	k	1				t												⎧	≤	⎪	⎨	⎪⎩	Aunque	la	relación	se	verifica	en	general,		se	observa	que			(n)	1	S	=	μ			y		si			t	<	τ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		70	SISTEMA	DE	UN	AEROPUERTO:	EQUILIBRIO	ENTRE	DEMANDA	Y	CAPACIDAD	OPERACIONAL
La	llegada	a	un	aeropuerto		(aviones	como	pasajeros)	es	un	fenómeno	aleatorio	que	se	analiza	utiliazando	modelos	estocásticos	de	colas.	La	demanda	en	períodos	de	poca	duración	excede	de	la	capacidad	del	aereopuerto,	proceso	que	se	analiza	con	modelos	deterministicos.			Asumiendo	las	condiciones	de	operación	IFR
(Instrumental	Flight	Rules)	que	no	es	necesario	tener	contacto	visual	con	el	terreno,	las	llegadas	de	aviones	en	un	aeropuerto	con	dos	pistas	siguen	un	proceso	de	Poison		a	la	hora	de	parámetro	45.	El	tiempo	de	servicio	por	separación	de	llegadas	sigue	una	distribución	exponencial	de	90	segundos.	••••	Es	una	cola	de	tipo	M/M/2			con	s	2	servidores=
45	aviones/horaλ	=	x	1	90		1	40		aviones	pista	por	hora	60	60	40	=	=	→	μ	=	μ	Utilización	promedio	del	sistema:		s	45	u	1,125	40	λ	=	=	=	μ	Factor	de	utilización	o	intensidad	tráfico:		x	45	0,5625	s	2	40	λ	ρ	=	=	=	μ	Probabilidad	que	ningún	avión	se	encuentre	en	el	sistema	de	cola:	0	s	2	1s	1	nn	2	n	0n	0	x	x	1	1	p	1,125	1	1(	/	)	1	1	1,125	n!	2!	1	0,5625n!
s!	1	−−	==	=	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	++	⎜	⎟	−μ	−	ρ⎝	⎠	∑∑	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		71	1	0,28	1	1,125	1,446	=	=	+	+	Número	medio	de	aviones	en	cola:			s	2	q	02	2x	x	x	1	1	0,5625	L	p	1,125	0,28	0,52	s!	(1	)	2!	(1	0,5625)	⎛	⎞λ	ρ	=	=	=⎜	⎟μ	−	ρ	−⎝	⎠	Número	medio	de	aviones	en	sistema:			s	qL	L	0,52	1,125	1,645	λ	=	+	=	+	=	μ
Tiempo	medio	de	aviones	esperando	en	cola:	q	q	x	x	L	0,52	W	60	60	0,69		minutos	45	=	=	=	λ	Tiempo	medio	de	aviones	en	el	sistema:			s	q	1	60	W	W	0,69	2,19	minutos	40	=	+	=	+	=	μ	Con	una	hoja	de	cálculo	se	puede	elaborar	un	analisis	de	sensibilidad	del	sistema	y	un	diagrama	de	la	variación	de	aviones	en	cola	según	demanda.	En	esta	línea,	para
distintas	tasas	de	llegadas	de	aviones	se	obtiene:	q	20	25	30	35	40	45	50	55	W	0,1	0,162	0,245	0,355	0,5	0,694	0,962	1,344	λ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		72	q	20	25	30	35	40	45	50	55	L	0,033	0,068	0,123	0,207	0,333	0,521	0,801	1,232	λ	••••••••	El	aeropuerto	tiene	dos	sistemas	de	rayos‐X,
experiencias	anteriores	indican	que	un	pasajero	tarda	45	segundos	en	pasar	por	el	área	de	seguridad,	según	una	distribución	de	servicio	exponencial.	Los	clientes	llegan	en	promedio	al	área	de	seguridad	cada	25	segundos	de	acuerdo	a	una	función	de	Poisson.	El	director	del	aeropuerto	quiere	analizar	la	situación	para	conseguir	que	en	un
futuro	próximo	la	demanda	aumente	un	60%.	Para	ello,	necesita:	(a)		Analizar	la	situación	actual.	(b)		Máquinas	de	rayos‐X	que	se	deben	instalar	en	el	futuro	para	dar	un	servicio	de	forma	que	el	pasajero	medio	no	espera	más	de	dos	minutos	en	la	cola.	(c)		Probabilidad	de	que	en	un	futuro	más	de	cuatro	pasajeros	esperan	en	la	cola.	••••
(a)		En	la	actualidad:			El	sistema	de	seguridad	es	una	cola	de	tipo	M/M/2			con	s	2	servidores=	Si	el	número	de	llegadas	sigue	una	distribución	de	Poisson	P(	)λ	,	el	tiempo	entre	llegadas	sigue	una	distribución	exponencial	de	media		(1	/	)λ	x	x	1	1	60	60	144	144		pasajeros/hora	25	/	60	60	25	=	=	=	⇒	λ	=	λ	x	x	1	1	60	60	80	80		pasajeros/hora	45	/	60	60
45	=	=	=	⇒	μ	=	μ		seguridad	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		75	q	s	Servidores																															3	4	5	W	Segundos	sistemas	colas	347	18,5	0,04	≡	≡	c)		La		probabilidad	de	que	más	de	cuatro	pasajeros	esperan	en	la	cola	es	la	probabiidad	de	que	esperen	más	de	ocho	pasajeros	en	el	sistema		q	s(L	L	L	4	4)=	+	>	+
Probabilidad	del	estado	n:						n	n	n	0	n	0(n	s)	(	/	)	(	/	)	p	p	n	s	p	p	n	s	n!	s!	s	−	λ	μ	λ	μ	=	≤	=	>	4	8n	n	0	0(n	s)	n	0	n	5	(	/	)	(	/	)	P(n	8)	1	P(n	8)	1	p	p	n!	s!	s															1	(0,66937	0,24256)	0,08807	−	=	=	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	>	=	−	≤	=	−	+	=⎜	⎟⎜	⎟	⎝	⎠	=	−	+	=	∑	∑	4	4n	n	2	3	4	0	n	0	n	0	X	X	(	/	)	2,88	2,88	2,88	2,88	p	0,045	1	2,88	0,045	0,66937	n!	n!	2	6	24=	=	⎛	⎞λ	μ	=
=	+	+	+	+	=⎜	⎟	⎝	⎠	∑	∑	8	8n	n	5	6	7	8	0(n	4)	(8	4)	2	3	4	n	5	n	5	X	X	(	/	)	2,88	0,045	2,88	2,88	2,88	2,88	p	0,001875	s!	s	4	4!	4	4	4	4																													0,24256	−	−	=	=	⎛	⎞λ	μ	=	=	+	+	+	=⎜	⎟	⎝	⎠	=	∑	∑	En	una	sola	pista	(servidor),	una	distribución	de	servicios	general	(G),	conociendo	la	tasa	media	de	servicios	μ		y	la	desviación	estándar	de	los	servicios	σ
,	un	modelo	M/G/1	Con	condición	de	operación	FIR,	las	llegadas	aleatorias	a	la	pista	son	de	24	a	la	hora,	mientras	que	el	tiempo	de	servicio	definido	por	separación	de	llegadas	es	de	120	segundos	con	una	desviación	estándar	de	20	segundos.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		76	Tasa	de	llegadas		24	aviones/horaλ	=
Tiempo	medio		entre	llegadas	consecutivas		1	=	λ		Tiempo	medio	de	servicio	1	=	μ	x	1	120	1	Tasa	de	servicio		30		aviones/hora	60	60	30	=	=	→	μ	=	μ	x	20	1	20	segundos		horas	60	60	180	σ	=	=	=	En	la	práctica,	con	control	radar,	cuando	la	población	de	aviones	es	homogénea	se	espera	un	valor	bajo	de	la	desviación	estándar	(30‐
40	segundos),	con	una	población	de	aviones	no	homogénea	el	valor	de	la	desviación	estándar	es		60	segundos.≥	Factor	de	utilización:		24	0,8	30	λ	ρ	=	=	=	μ	En	la	práctica	cuando	el	factor	de	utilización	ρ		se	aproxima	a	0,85	es	necesario	aumentar	la	capacidad	del	sistema.	Número	de	aviones	en	cola			2	2	2	2	2	2	q	24	(1	/	180)	0,8	L	1,644	2(1	)	2(1
0,8)	λ	σ	+	ρ	+	=	=	=	−ρ	−	Número	medio	de	aviones	en	sistema		s	qL	L	1,644	0,8	2,444	λ	=	+	=	+	=	μ	Número	medio	de	aviones	en	servicio		q	sL	L	L	1,644	2,444	4=	+	=	+	≈	Tiempo	medio	de	aviones	en	cola		qq	L	1,644	W	0,0685	horas	4,11	minutos	24	=	=	=	=	λ	[	]	[	]	2	2	2	2	q	q	(1	/	)	24	(1	/	180)	(1	/	30)L	W	4,11	minutos	2	1	(	/	)	2	1	(24	/	30)	⎡	⎤	⎡
⎤λ	σ	+	μ	+⎣	⎦	⎣	⎦=	=	=	=	λ	−	λ	μ	−	Tiempo	medio	aviones	en	sistema			ss	x	L	2,444	W	(60)	6,11	minutos	24	=	=	=	λ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		77	Las	llegadas	aleatorias	de	pasajeros‐hora		a	la	pista		(demanda	λ	)	y	la	capacidad	terminal		(	)μ	son:	1500	0	t	1	hora	500	t	1	hora							<	⎩													1000	t	2	horas							1500	t	2	horas						
≤⎧	μ	=	⎨	>⎩	El	factor	de	utilización		1	λ	ρ	=	>	μ	,	la	demanda	es	mayor	que	la	capacidad,	por	lo	que	es	necesario	utilizar	un	modelo	determinístico	de	teoría	de	colas.	Estado	de	la	cola:			t	t	t	t0	L	(	)	dt=	λ	−μ∫	En	la	práctica,		t	t	1	t	tL	L	(	)	t−=	+	λ	−	μ	Δ	se	estima	con	facilidad	en	una	hoja	de	cálculo.	tL	número	de	unidades	en	la	cola	en	un	instante	t≡
t	función	de	demanda	(entidades	por	unidad	de	tiempo)λ	≡	t	capacidad	del	sistema	(entidades	por	unidad	de	tiempo)μ	≡	Utilizando	una	hoja	de	cálculo	(Excel)	se	tiene:	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		80	SERIES	Y	REDES	DE	COLAS	Hasta	este	momento	los	clientes	demandaban	del	sistema	una	sola	operación	de
servicio,	por	tanto,	los	sistemas	eran	de	un	único	nodo,	donde	podría	haber	varios	servidores	idénticos	paralelos.	En	un	sistema	de	colas	interesan	sistemas	con	múltiples	nodos	en	los	que	el	cliente	requiere	servicios	en	más	de	un	nodo.	Una	situación	en	la	que	los	clientes	pueden	entrar	al	sistema	por	varios	nodos,
hacer	cola	para	ser	servidos	y	salir	de	un	nodo	dado	para	entrar	en	otro	y	recibir	un	servicio	adicional	o	para	abondar	el	sistema.	Los	clientes	no	entran	y	salen	del	sistema	necesariamente	por	los	mismos	nodos,	tampoco	siguen	el	mismo	camino	una	vez	en	el	sistema,	pueden	regresar	a	nodos
previamente	visitados	y	saltarse	algunos	nodos	e	incluso	permanecer	en	el	sistema	para	siempre.	Una	Red	de	colas	es	un	sistema	donde	existen	varias	colas,	un	conjunto	de	nodos	interrelacionados	funcionando	asincrónica	(entradas	y	salidas	de	clientes	sin	sincronizar)	y	simultáneamente.
Se	trata,	por	tanto,	de	un	grafo	orientado	en	el	que	se	pueden	producir	transacciones	de	clientes	que	salen	servidos	de	un	nodo	hacia	otro.	La	forma	más	habitual	para	modelizar	el	modo	en	el	que	los	clientes	servidos	en	un	nodo	se	dirijan	a	otro,		es	considerado	que	lo	hacen	de	acuerdo	con	una	distribución	discreta.
En	teoría	de	colas,	se	entiende	por	nodo	un	subsistema	que	conforma	una	red	de	colas,	este	subsistema	a	su	vez	es	también	un	sistema	de	colas,	pudiendo	ser	compuesto	por	cualquiera	de	los	modelos	tratados	anteriormente.	Un	grafo	orientado	se	define	como	un	conjunto	de	nodos	enlazados	de	forma	direccional.
En	la	figura	se	muestra	una	red	de	formada	por	cuatro	nodos,	cada	uno	de	ellos	con	su	propio	sistema	de	colas.	ASESORÍA	EMPRESARIAL	COMO	RED	DE	COLAS:		Los	clientes	llegan	y	esperan	a	ser	atendidos	por	el	servicio	de	recepción,	desde	allí	son	derivados	al	servicio	solicitado
(contable,	fiscal,	etc.),	allí	esperan	la	cola	correspondiente	y	una	vez	que	son	atendidos,	tienen	que	hacer	cola	en	un	servicio	de	gestión	de	cobros.	Una	red	de	colas	es	un	sistema	donde	existen	varias	colas,	los	clientes	van	fluyendo	de	una	cola	a	otra.	Para	decidir	a	qué	cola	se	dirige	un	cliente	que	acaba	de	salir	de	una	cola	hay	dos	tipos	de	criterios:
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		81	♦	Probabilístico:	Se	elige	una	ruta	u	otra	en	función	de	una	probabilidad,	pudiendo	haber	distintos	tipos	de	clientes	con	distintas	probabilidades.	♦	Determinista:	Cada	clase	de	cliente	se	dirige	a	una	cola	fija.	La	teoría	de	Redes	de	colas	contempla	dos	modelos:
a)		Redes	abiertas:		Los	clientes	pueden	entrar	y	salir	del	sistema.		Hay	dos	clases:	•	Acíclicas:	Un	cliente	nunca	puede	volver	a	la	misma	cola.	•	Cíclicas:		Cuando	hay	bucles	en	la	red.		b)		Redes	cerradas:		No	entran	nuevos	clientes	y	los	clientes	existentes	nunca	salen,	esto	es,	el	número	de	clientes	es	constante	en	el	tiempo,	como	puede	ser	la
reparación	de	máquinas.	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		82	SISTEMA	DE	COLAS	TÁNDEM	También	denominado	sistema	secuencial	o	en	serie.	En	un	sistema	de	colas	tándem	un	cliente	debe	visitar	diversos	servidores	antes	de	completar	el	servicio	requerido.	Se	utiliza	para	casos	en	los	que	el	cliente	llega	de
acuedo	al	proceso	de	Poisson	y	el	tiempo	de	atención	se	distribuye	exponencialmente	en	cada	estación.	Se	considera	un	ejemplo	en	el	que	los	clientes	llegan	según	un	proceso	de	Poisson	de	parámetro	λ	,	y	pasan	sucesivamente	por	dos	colas	en	serie,	respectivamente,	con	tasas	de	servicio		1μ		y		2μ	♦
El	número	de	clientes	de	cada	uno	de	los	servidores	es	independiente	del	otro.	♦	Los	tiempos	de	espera	de	un	cliente	en	cada	cola	no	son	independientes.	♦	Los	tiempos	totales	de	espera	(cola	+	servicio)	son	independientes.	El	estado	del	sistema	es	un	par		(n,m)		con	n		clientes	en	el	nodo	1	y		m		clientes	en	el	nodo	2.
Las	ecuaciones	del	balance	o	de	equilibrio	(tasa	de	entrada	debe	de	ser	igual	a	la	de	salida),	n	0,m	0>	>	,		son:	2	0,1	0,	0	n	1,	0	2	n,1	1	n,	0																																							(0,	0)	r	r																																																																					(n,	0)	Estado	Tasa	entrada			Tasa	salida	r	r	(	)	r																	−	μ	=	λ	λ	+	μ	=	λ	+	μ	=	1	1,m	1	2	0,m	1	2	0,m	n	1,m	1	n	1,m	1	2	n,m	1	1	2	n,m
																						(0,m)	r	r	(	)	r																																(n,m)	r	r	r	(	)	r	−	+	−	+	−	+	μ	+	μ	=	λ	+	μ	λ	+	μ	+	μ	=	λ	+	μ	+	μ	con			n,m	n,m	r	1=∑	.			Sea			n,	0	0,m	r		probabilidad	de			clientes	en	el	nodo	1		r		probabilidad	de			clientes	en	el	nodo	2	≡⎧	⎨	≡⎩	n	m	El	nodo	1	es	un	modelo	de	cola	M/M/1		y	,	por	el	teorema	de	Burke,	el	nodo	2
también	es	un	modelo	de	cola	M/M/1.	En	consecuencia,	n	m	n,	0	0,m	1	1	2	2	r	1	r	1	⎛	⎞	⎛	⎞	⎛	⎞	⎛	⎞λ	λ	λ	λ	=	−	=	−⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟μ	μ	μ	μ⎝	⎠	⎝	⎠	⎝	⎠	⎝	⎠	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		85			Una	empresa	de	ITV	en	una	localidad	dispone	de	una	superficie	que	consta	de
tres	partes:	Una	caseta	donde	los	clientes	entregan	la	documentación	del	vehículo	y	realizan	el	pago	de	tasas,	con	un	espacio	físico	para	un	máximo	de	quince	vehículos.	Una	nave	formada	por	dos	circuitos	(equipamiento	y	personal	técnico)	para	revisar	los	vehículos,	con	una	tasa	de	servicio	medio	de	45	clientes	/hora.	Una	oficina	con
dos	puestos	donde	los	conductores	recogen	la	documentación	y	la	ficha	de	la	inspección	técnica.	Acude	a	la	nave	una	media	de	57	clientes/hora,	un	mayor	número	de	vehículos	colapsaría	el	trabajo	de	la	caseta,	cuyo	empleado	atiende	a	un	ritmo	medio	de	1	cliente/minuto;	mientras	que	un	oficinista	tarda	una	media	de	2	minutos/cliente.
Las	llegadas	siguen	una	Poisson	y	el	tiempo	de	servicio	exponencialmente.	Se	pide:	a)		Longitud	media	de	la	cola	de	vehículos	que	habiendo	pagado	las	tasas	se	encuentran	esperando	a	la	entrada	de	la	nave.	b)		Tiempo	medio	que	un	cliente	pasa	en	la	oficina.	c)	Tiempo	medio	que	un	cliente	se	encuentra	en	la	ITV
d)		Para	agilizar	el	proceso	la	empresa	estudia	la	posibilidad	de	ampliar	el	número	de	servidores	en	la	caseta	o	en	la	oficina.	Suponiendo	que	el	coste	de	ampliación	en	uno	u	otro	lugar	fuera	equivalente,	¿qué	criterio	sería	más	acertado	para	que	el	tiempo	de	servicio	del	sistema	fuera	menor?		Solución:
a)		La	empresa	de	ITV	se	puede	modelizar	como	una	red	de	colas	en	tándem	con	tres	nodos	(subsistemas),		el	nodo	1	un	modelo	de	cola	M/M/1	y	los	nodos	2	y	3	un	modelo	de	cola	M/M/2	Nodo	1:				1	1	11	cliente/minuto	s	1λ	μ	=	=	Nodo	2:		2s	2=	2	257	clientes/h	0,95	clientes/minuto	45	clientes/h	0,75	clientes/minutoλ	=	=	μ	=	=	Nodo	3:		3s	2=	3	3	3	1
0,95	clientes/minuto	2	minutos/cliente		0,5	cliente/minutoλ	=	=	→	μ	=	μ	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		86	Número	promedio	de	clientes	en	cola	2:		2s	2	2	q2	022	2	2	2	1	L	p	s	!	(1	)	⎛	⎞λ	ρ	=	⎜	⎟μ	−	ρ⎝	⎠	Factor	de	utilización	o	intensidad	tráfico:			22	2	2	0,95	0,633	1	s	.	2	.	0,75	λ	ρ	=	=	=	<	μ		con	lo
que	el	nodo		(subsistema)	no	se	satura,	existe	un	estado	estacionario.	Utilización	promedio	del	nodo	(subsistema)	2:			2s2	2	0,95	u	1,267	0,75	λ	=	=	=	μ	Probabilidad	de	que	ningún	cliente	se	encuentre	en	la	cola	2:	202	s	1	1n	s	n	2	2	2	2	2	2	2	2	2	2	2n	0	n	0	1	1	p	(	/	)	(	/	)	s	.	(1,267)	(1,267)	2	.	0,75	n!	s	!	s	.	n!	2	2	.	0,75	0,95	−	=	=	=	=	=	⎛	⎞	⎛	⎞λ	μ	λ	μ	μ
+	+⎜	⎟	⎜	⎟μ	−	λ	−⎝	⎠	⎝	⎠	∑	∑								1	0,224	1	1,267	2,189	=	=	+	+	por	tanto,		2q2	2x	x	x	1	0,633	L	1,267	0,224	0,845	clientes	2	(1	0,633)	=	=	−	Número	promedio	de	clientes	en	el	nodo	2	(cola	+	servicio):		2s2	q2	2	L	L	λ	=	+	μ	2	s2	q2	2	0,95	L	L	0,845	2,112	clientes	0,75	λ	=	+	=	+	=	μ	b)		Tiempo	promedio	de	estancia	en	nodo	3	(cola	+	servicio):		3s3	q3
3	L	L	λ	=	+	μ	Factor	de	utilización	o	intensidad	tráfico	oficina:			33	3	3	0,95	0,95	1	s	.	2	.	0,5	λ	ρ	=	=	=	<	μ	con	lo	que	la	oficina		(subsistema)	no	se	satura,	existe	un	estado	estacionario.	En	la	práctica	cuando	el	factor	de	utilización	ρ		se	aproxima	a	0,85	es	necesario	aumentar	la	capacidad	del	sistema	(número	servidores).
Utilización	promedio	de	la	oficina:			3s3	3	0,95	u	1,9	0,5	λ	=	=	=	μ	Probabilidad	de	que	ningún	cliente	se	encuentre	en	la	cola	de	la	oficina:	Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		87	03	1	n	2	n	0	1	1	p	0,026	1	1,9	36,1(1,9)	(1,9)	2	.	0,5	n!	2	2	.	0,5	0,95=	=	=	=	+	+⎛	⎞	+	⎜	⎟−⎝	⎠	∑	Número	promedio	de	clientes	en	cola	de	la	oficina:	3s	23	3	q3
032	2	3	3	3	x	x	x	1	1	0,95	L	p	1,9	0,026	17,833	clientes	s	!	(1	)	2	(1	0,95)	⎛	⎞λ	ρ	=	=	=⎜	⎟μ	−	ρ	−⎝	⎠	Número	promedio	de	clientes	en	el	sistema	de	la	oficina:	3	s3	q3	3	0,95	L	L	17,833	19,733	clientes	0,5	λ	=	+	=	+	=	μ	Tiempo	promedio	de	estancia	en	el	sistema	de	la	oficina	(cola	+	servicio):	s3	s3	3	L	19,733	W	20,771	minutos	0,95	=	=	=	λ
c)		El	tiempo	medio	de	un	cliente	en	la	ITV	es	la	suma	de	los	tiempos	medios	en	los	tres	nodos	(subsistemas):			3	i	si	i	1	W	W	=	=∑	•		Tiempo	promedio	de	estancia	en	nodo	1	(cola	+	servicio):	s1	1	1	1	1	W	20minutos	1	0,95	=	=	=	μ	−	λ	−	La	intensidad	tráfico	de	la	caseta:			11	1	0,95	0,95	1	1	λ	ρ	=	=	=	<	μ	En	la	práctica	cuando	el	factor	de	utilización	ρ
	se	aproxima	a	0,85	es	necesario	aumentar	la	capacidad	del	sistema	(número	servidores).	•		Tiempo	promedio	de	estancia	en	nodo	2	(cola	+	servicio):	s2	s2	2	L	2,112	W	2,223	minutos	0,95	=	=	=	λ	•		Tiempo	promedio	de	estancia	en	nodo	3	(cola	+	servicio):			s3W	20,771	minutos=	3	i	si	i	1	W	W	20	2,223	20,771	43	minutos	=	=	=	+	+	=∑
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		90	REDES	DE	JACKSON	ABIERTAS	Son	redes	con	k		nodos	que	contemplan	la	posibilidad	de	entrada	de	clientes	desde	el	exterior.	Las	redes	abiertas	verifican	tres	propiedades:	a)		La	llegada	de	clientes	al	nodo		i			desde	fuera	del	sistema	sigue	un	proceso	de	Poisson	de	parámetro	o	tasa		iλ
.	También	pueden	llegar	clientes	al	nodo		i		desde	otros	nodos	de	dentro	de	la	red.	b)		Cada	nodo		i			consiste	en		is		servidores,	cada	uno	con	tiempo	de	servicio	exponencial	de	parámetro		iμ	c)		El	cliente	una	vez	servido	en	el	nodo		i		pasa	(instantáneamente)	a	nodo		j	j	1,	2,	...	,	k=		con	probabilidad		ijr		o	abandona	la	red	con	probabilidad		i0r
Dado	que	el	flujo	total	de	entrada	a	un	nodo	i		(i	1,	2,	...	,	k)=		debe	ser	igual	al	flujo	total	de	salida	del	nodo,	se	obtiene	las	denominadas	ecuaciones	de	tráfico	o	ecuaciones	de	equilibrio:																																																												k	i	i	j	ji	j	1	r	=	Λ	=	λ	+	Λ∑	Las	ecuaciones	de	los		iΛ		son	intuitivas:		iλ		es	la	tasa	de	llegadas	al	nodo		i		desde
fuera	del	sistema,	y		jΛ		es	la	tasa	de	la	que	los	clientes	salen	del	nodo		j	.		La	tasa	de	entrada	debe	de	ser	igual	a	la	de	salida.	j	jirΛ	≡		Tasa	de	llegada	al	nodo	i	de	clientes	que	salen	del	nodo		j	Las	k	ecuaciones	anteriores	forman	un	sistema	lineal	con	solución	única,	que	se	resuelve	para	hallar	las	tasas	de	llegada	a	cada	nodo		iΛ
Portal	Estadística	Aplicada:		TEORÍA	DE	COLAS		91	En	forma	matricial	(	)rΛ	=	λ	+	Λ	:					1	1	11	21	1	1	2	2	12	22	2	2	1	2	Λ	λ	Λ⎛	⎞	⎛	⎞	⎛	⎞	⎛	⎞	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟Λ	λ	Λ⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟=	+	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟	⎜	⎟Λ	λ	Λ⎝	⎠	⎝	⎠	⎝	⎠	⎝	⎠	k	k	k	k	k	k	kk	k	r	r	r	r	r	r	r	r	r	La	solución			1(I	r)−Λ	=	−	λ		proporciona	las	tasas	totales	de	llegada	a	cada	subsistema
(venga	de	fuera	o	de	otro	nodo).	El	teorema	de	Jackson	indica	que	las	redes	con	realimentación	son	tales	que	los	nodos	se	comportan	como	si	fueran	alimentados	totalmente	por	llegadas	de	Poisson,	aunque	en	realidad	no	sea	así.	Las	probabilidades	estacionarias	en	cada	nodo	son	las	de	un	modelo	M/M/s,
incluso	aunque	el	modelo	no	sea	un	modelo	M/M/s.	Los	estados		in		de	los	nodos	individuales	son	variables	aleatorias	independientes.	Para	que	ninguna	de	las	colas	del	sistema	se	sature,	es	preciso	que	se	cumpla	la	condición:			ii	i	i	i	1	i	1,	2,	...	,	k	s	Λ	ρ	=	ρ	<	∀	=	μ	condición	de	no	saturación	del	modelo	M|M|s,	aplicada	a	cada	uno	de	los	nodos
por	separado.	La	probabilidad	de	que	en	el	estado	estacionario	haya		1n		clientes	en	el	nodo	1	,		2n	clientes	en	el	nodo	2,		...		,	i	1	2	r	k	n	i	n	n	...	n	0i	i	ii	1	r	p	p	a	(n	)=	=∏						i	i	ii	i	ii	0ii	i	(n	s	)	k	n	i	i	i	ii	i	0i	i	ii	1	n	!	n	s	p	r	a(n	)	1	s	s	n	s	r	p	a	(n	)	−	=
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